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1 Introducao

A Teoria Quéantica de Campos Euclidiana constitui uma das reformula¢oes mais poderosas
e elegantes da fisica tedérica moderna. A ideia central consiste em realizar uma continuagao
analitica do tempo real para o tempo imaginario — a chamada rotagcao de Wick —
transformando a métrica de Minkowski em uma métrica euclidiana. Essa passagem nao é
meramente um artificio matematico: ela revela conexoes profundas entre teoria quantica

de campos, mecanica estatistica, topologia e matematica pura.

Este documento apresenta uma analise detalhada da formulacao euclidiana da te-
oria quantica de campos, explorando suas fundacoes, aplicagoes e conexoes interdiscipli-

nares. O contetido é organizado nas seguintes partes:

e Parte I — Rotagcao de Wick e Espago Euclidiano: Examina a continuacgao
analitica t — —i7, a passagem da métrica de Minkowski para a métrica euclidiana,

condigoes de analiticidade e a reformulagao dos propagadores.

e Parte II — Acao Euclidiana e Integral de Caminho: Desenvolve a formulagao
da integral de caminho no espaco euclidiano, a correspondéncia com a funcao de

particao da mecanica estatistica e o papel da acao euclidiana.

e Parte III — Mecanica Estatistica e Teoria de Campos: Explora a conexao
profunda entre QFT euclidiana e mecanica estatistica, o formalismo de tempo ima-

ginario de Matsubara e transi¢oes de fase.

e Parte IV — Formalismo de Matsubara: Detalha as frequéncias de Matsubara,
condicoes de contorno periddicas e antiperiddicas, e aplicagoes a sistemas em equi-

librio térmico.

e Parte V — Funcgao de Particao em Teoria de Campos: A funcao de particao
como integral funcional, energia livre, funcoes de correlagao térmicas e expansao

perturbativa.

e Parte VI — Solugoes Nao-Perturbativas: Sélitons: Solitons topoldgicos, kinks,

vortices, monopolos magnéticos e estabilidade topologica.

e Parte VII — Instantons: Solugoes de ponto de sela da agao euclidiana, tunela-

mento quantico, instantons em Yang-Mills, o vacuo # e o problema CP forte.

e Parte VIII — Aplicagoes Avancadas e T6picos Modernos: Teoria de campos
na rede (Lattice QFT), desconfinamento, condensagao de Bose-Einstein, grupo de

renormalizacao funcional e formalismo worldline.
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Parte IX — Decaimento do Falso Vicuo e Bounces Euclidianos: Bounce
de Coleman, aproximagao thin-wall, bounce gravitacional de Coleman-De Luccia e

estabilidade do vacuo eletrofraco.

Parte X — Gravitacao Euclidiana e Termodinamica de Buracos Negros:
Efeito Unruh (temperatura da aceleragao via espago de Rindler euclidiano), tempe-
ratura de Hawking pela periodicidade euclidiana, efeito Gibbons-Hawking (tem-
peratura de de Sitter), efeito Schwinger como instanton worldline, entropia de

Bekenstein-Hawking, transicao de Hawking-Page e instantons gravitacionais.

Parte XI — Anomalias e o0 Método de Fujikawa: Derivacao euclidiana da ano-

malia quiral, teorema do indice de Atiyah-Singer, anomalia conforme e c-theorem.

Parte XII — Quantizagao Estocastica (Parisi-Wu): Equagao de Langevin em
tempo ficticio, equivaléncia com QFT euclidiana, quantizagao de gauge sem fixagao

e supersimetria oculta.

Parte XIII — Teoria de Campos Topologica Euclidiana: Teoria de Chern-

Simons, invariantes de nos, invariantes de Donaldson e termo 6 topolégico.
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Parte 1

Rotacao de Wick e Espaco Euclidiano

A rotacao de Wick é o procedimento fundamental que conecta a teoria quantica de campos
no espago-tempo de Minkowski a formulacao euclidiana. Mediante a substituicao t — —ir,
o oscilador € da integral de caminho transforma-se no fator de supressao e, tornando
a integral funcional matematicamente bem definida e revelando a estrutura probabilistica

subjacente.

Os topicos abordados incluem:
¢ Contexto Historico e Motivagao: Origens da rotagao de Wick, contribuic¢oes de
Schwinger, Symanzik e a escola construtivista.

e A Continuacao Analitica: A prescricao t — —iT e suas consequéncias para a

métrica, propagadores e fungoes de Green.

e Métrica Euclidiana e Simetria SO(4): A passagem de 7, = diag(+1, -1, -1, —1)
para 0, = diag(+1,+1,+1,+1), representacoes do grupo SO(4) e suas implicagoes

geométricas.

e Condigoes de Analiticidade: Requisitos de Osterwalder-Schrader para a recons-

trucao da teoria minkowskiana a partir dos dados euclidianos.

e Propagadores Euclidianos: Reformulacao dos propagadores de Feynman no es-

paco euclidiano, calculos explicitos no espago de posicao e regularizagao.

¢ Funcgoes de Green Euclidianas: Relagao com fungoes de Schwinger, continuagao

analitica de n-pontos e espectralidade.

¢ Regularizacao no Espago Euclidiano: Regularizacao dimensional, cutoff eucli-

diano e vantagens computacionais.
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1 Contexto Histérico e Motivacao

1.1 Origens da Formulagao Euclidiana

A ideia de trabalhar com tempo imaginario tem raizes profundas na fisica teorica:

e Gian Carlo Wick (1954): Propos formalmente a substituigdo t — —iT como
técnica para simplificar integrais em teoria de perturbacao. A rotagdo no plano

complexo de k° permite avaliar integrais de loop sem lidar com as prescricoes ie.

e Julian Schwinger (1958): Desenvolveu o formalismo de fungoes de Green eu-
clidianas e reconheceu que a teoria no tempo imaginario possui propriedades de

positividade ausentes na formulagao minkowskiana.

e Kurt Symanzik (1966): Pioneiro na utilizagao sistematica da formulagao eu-
clidiana para estudar a estrutura do espaco de Hilbert e a convergéncia da série

perturbativa.

e Nelson (1973), Osterwalder-Schrader (1973-1975): Estabeleceram os axio-
mas que garantem a equivaléncia rigorosa entre as formulagoes euclidiana e min-

kowskiana.

e Kenneth Wilson (1974): Demonstrou que a formulagao euclidiana na rede for-
nece uma definicdo nao-perturbativa de teorias de gauge, abrindo caminho para

simulagoes numéricas.

1.2 Por que a Formulagao Euclidiana é Necessaria

A formulagao minkowskiana apresenta obstaculos fundamentais:

1. Problema de convergéncia: A integral funcional [ D¢ e’ com S real nao
converge absolutamente — é uma integral oscilatéria infinito-dimensional sem medida
bem definida no sentido de Lebesgue.

2 2

2. Prescricao ie: A prescricao de Feynman m* — m* — ie é necessaria para

definir propagadores, mas sua implementagao em contextos nao-perturbativos é ambigua.

3. Simulagoes numéricas: Monte Carlo requer um peso de probabilidade real e

positivo — impossivel com €™ (o “problema do sinal”).

4. Existéncia matematica: Teoremas de existéncia para QFT interagente (como
¢* em d < 4) foram demonstrados exclusivamente na formulagao euclidiana (Glimm-Jaffe,

1968-1987).
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A formulacdo euclidiana resolve todos estes problemas: e °# ¢ real, positivo, e
exponencialmente suprimido para configuragoes de alta acao, definindo uma medida de

probabilidade genuina.

1.3 Analogia com Mecanica Quantica

A motivacao mais elementar vem da mecénica quantica. O propagador de uma particula

livre:

X x(t):.z‘f ‘
K (g, t;2:,0) = (wsle™ " |a;) = /(0)— Da(7') e,

com S = f(f dt’ ngbQ, ¢ uma integral oscilatéria mal definida. Sob ¢t — —i7:
KE(va T, Zq, O) = <l’f|€7HT|IZ‘> = /Dg; eiSE[‘T}’

com Sp = fOT dr’ meQ > 0. Esta é a formula de Feynman-Kac — uma integral de

caminho com medida de Wiener rigorosamente construida.

A conexao com difusao é imediata: Kp satisfaz a equagao de difuséo (calor):

0Kg 1 _,
— VK
or 2mv s

enquanto K satisfaz a equacdo de Schrodinger (onda). O tempo euclidiano transforma

propagacao quantica (ondulatéria) em difusao (probabilistica).

2 A Continuacao Analitica: Rotagcao de Wick

2.1 Definicao Formal e Prescricao

Na formulagao de Minkowski, a amplitude de transicao entre estados é dada pela integral

de caminho:

<¢f|6—1HT|¢Z> — /D¢ ei5[¢],

onde S[¢] = [d'z L(¢,0,¢) ¢ a agdo no espago-tempo de Minkowski. O fator e &

altamente oscilatorio, tornando a convergéncia da integral funcional problematica.

A rotagao de Wick consiste na substituicao analitica:

t — —iT, TelR

que transforma o tempo real ¢t em tempo euclidiano 7. Geometricamente, esta é uma
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rotagao de 90 no sentido horario no plano complexo do tempo: ¢ = [t|e’ com a : 0 —
—7/2.

Im(?)

t1(Minkowski)
- telRpd real

90y

semiplano

analitico

—i7 (tempo euclidiano) |
Figura 1: Rotagao de Wick no plano complexo do tempo. O tempo real ¢ (eixo horizontal)
é continuado analiticamente para —iT (eixo imaginario negativo). A rotacdo de 90 no
sentido horério transforma a métrica de Minkowski em euclidiana. A regiao sombreada
indica o semiplano inferior onde as fun¢oes de Green sao analiticas.

Sob esta substituicao:

A coordenada temporal torna-se: 2° =t — 2}, = 7 = it.

O elemento de linha transforma-se: ds* = dt* — di* — ds% = dr* + d7*.

e A acao minkowskiana 7Sy, transforma-se em —Sg, onde Sg > 0.

O operador de evolucio: e~ — e=H7 (decaimento exponencial).

O operador d’Alembertiano: [ = 97 — V? — —(9? + V?) = —A, (Laplaciano 4D).

2.2 Condigoes de Validade

A rotagao de Wick é vélida quando:

1. Analiticidade: As fungoes de Green G(z1, ..., x,) sdo analiticas em ¢ no semiplano

inferior Im(¢) < 0 (para fungoes ordenadas no tempo).
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2. Decaimento: As funcoes de Green decaem suficientemente rapido no semiplano

inferior para que o contorno possa ser deformado.

3. Espectralidade: O espectro de energia é limitado inferiormente (H > 0), garan-

tindo que e 7 decaia para 7 > 0.

Estas condigoes sao satisfeitas automaticamente em qualquer teoria quantica de

campos com hamiltoniano positivo (axioma de estabilidade do vécuo).

Contra-exemplo: Em teorias com potencial nao-limitado inferiormente ou em
presenca de instabilidades (taquions), a rotacdo de Wick pode falhar. Por exemplo, para
o potencial V(¢) = —A¢* com A > 0, a agao euclidiana é ilimitada inferiormente e a

integral funcional diverge.

2.3 Transformacao de Operadores Importantes

A rotacao de Wick induz transformacoes em todas as quantidades da teoria. Apresentamos

um catalogo completo:

Derivadas:

@ — i@T, 8t - 0,5 — iaT, (1)
00" =0} — V* = —(92 + V?) = —950F. (2)

Equacgao de Klein-Gordon:
@+m*)o=(0, =V +m)p=0 — (=07 =V’ +m’)¢=0,

ou seja: (—Ag +m?)p =0 — equagao de difusao estacionaria (Helmholtz em 4D).

Equacao de Dirac:

("0, —m)p =0 — (7%3:3 +m)y = 0.
Equacoes de Yang-Mills:
D,F* =J" — DFFE =JF

o opy v

No espago euclidiano, as equagoes de Yang-Mills sem fonte (J = 0) admitem
solugoes de agao finita (instantons) que nao existem em Minkowski — ali, o teorema de

Derrick proibe solugoes estaticas localizadas em d > 2.
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2.4 Energia e o Hamiltoniano Euclidiano

Sob rotacao de Wick, o hamiltoniano minkowskiano H torna-se o gerador de “translacoes”
no tempo euclidiano:
eszt — e*HT.

t=—1i1

—Hrt

O operador e ¢ um semigrupo de contragao (para H > 0): suprime estados

de alta energia exponencialmente. No limite 7 — oo, projeta sobre o estado de menor
energia (vacuo):
M) == [{0[))* - e 70).

Esta propriedade ¢é explorada em lattice QCD para extrair o estado fundamental:
qualquer estado inicial com overlap nao-nulo com o vacuo converge para ele sob evolucao

euclidiana longa.

2.5 Unitariedade vs. Positividade

Uma distin¢ao conceitual crucial:

e Minkowski: A propriedade fundamental é unitariedade (STS = 1). Amplitudes

oscilatorias, probabilidades conservadas.

e Euclidiano: A propriedade fundamental é positividade (e=°# > 0). Medida de

probabilidade, decaimento exponencial.

O teorema de Osterwalder-Schrader garante que positividade de reflexao no eu-
clidiano < unitariedade em Minkowski. Sao manifestagdes complementares da mesma

consisténcia fisica.

2.6 Transformacao da Métrica
No espago-tempo de Minkowski, a métrica é (convengao “mostly minus”):
N = diag(+1, -1, -1, —1), ds? = dt* — dz* — dy* — d2°.

Apos a rotacao de Wick t = —it, temos dt = —idr e portanto dt?> = —dr?:

ds* = —dr? — do? — dy? — d2* = —(dr* + da® + dy? + d2?).
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Definindo a métrica euclidiana com sinal positivo:

ds3; = dr? + da® + dy* + dz*

0 = diag(+1,+1,+1,+1),

O espago-tempo torna-se um espaco euclidiano R* com simetria de rotacao SO(4),

em contraste com a simetria de Lorentz SO(1,3) do espago de Minkowski.

Observacao sobre convencgoes: Na literatura, encontram-se duas convengoes

para a rotacgao:
e 2! =it (convengao “x?’): usada por Zinn-Justin, Ramond.

e 1Y% =7 =it (convengao “z%"): usada por Peskin-Schroeder.

Adotamos a primeira ao longo deste texto. Ambas sao equivalentes, mas é crucial manter

consisténcia nos sinais.

2.7 Transformacao dos Quadrivetores

Os quadrivetores e seus produtos escalares transformam-se como:

zh, = (1, %) — oy, = (a:l,xQ,x?’,x4) = (7, 1), (3)
ko= (K0, k) — K = (K, ks), com k® = iky, (4)
kx|, =kt —k 7 — —kPal = —(kur + k- 7). (5)

O produto escalar euclidiano é definido como:
kL =k + k>0,

sempre positivo-definido, eliminando as subtilezas de prescricao ie dos propagadores min-

kowskianos.

Tabela de correspondéncias:

Quantidade Minkowski Euclidiano
Coordenadas (t,z,y,2) (x,y,2,7)
Métrica Nuw = (‘|—, T, _) 5;”/ — (+7 +, +, +)
Produto escalar k2 = (k°)2 — |k|? k% = k3 + |k|2
Elemento de volume d*z = dt &z d*rp = dr &z
Operador cinético 0=09? - V? —Ay=—(02+V?)
Relagio energia-momento | p? = E? — [p]> = m? pE = pi + |pl?
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2.8 Rotacao no Plano Complexo de k°
A rotagao de Wick no espago de momentos corresponde a rotagao:
kY — iky,
de modo que:
K= (K02 — k? = — (k2 + k) = —k2.

Esta rotacao é permitida desde que o integrando nao possua polos no quadrante
por onde o contorno é deformado. No propagador de Feynman:

? ?

K2 —m?+ie  (k0)2 — k2 —m2 + je’

os polos estao em k° = 4(wy, — i€) com wy, = V k2 +m2, localizados no segundo e quarto
quadrantes. A rotacdo de k° ao longo do eixo imaginario (primeiro e terceiro quadrantes)

é portanto permitida sem cruzar polos.

Im(k°)
A

contorno
rotado

II A I

coﬁ%@n_g %ﬁiinal
Re(k)

Y
4

Wy, — 1€

III v

Figura 2: Estrutura de polos do propagador de Feynman no plano complexo £°. Os polos
estao localizados nos quadrantes II e IV (cruzes vermelhas). O contorno de integragao
original (azul, ao longo do eixo real) pode ser deformado para o eixo imaginério (verde),
passando pelos quadrantes I e III sem cruzar singularidades. Esta é a rotacao de Wick no
espaco de momentos: kY — iky.
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Demonstracao detalhada: Considere a integral de loop de um ponto:

[ / d*k 1
) (2m)t (k2 —m2 +ie)n
Os polos no plano k° estao em:

KO = £/ k2 + m? — ie = £(wy, — i),

ou seja, o polo positivo esta deslocado infinitesimalmente abaixo do eixo real, e o negativo
acima. O contorno de integracao em k° pode ser deformado de (—oo,+00) ao longo do
eixo real para (—ioo, +i00) ao longo do eixo imaginério, passando pelos primeiro e terceiro

quadrantes sem encontrar polos:

/+OO dk’ f(k°) = /HOO dk” f (k) = z'/+oo dley f(iky).

—0o0 —100 —00

Portanto:

_ [ LRk 1 [ dhs (L)
= / 2m)t (—(k2 + k2) — m2)n / (2m)* (kg +m?)"

2.9 Demonstracao Passo-a-Passo para a Integral de Loop

Aplicando ao célculo de auto-energia escalar em um loop (n = 1 com dois propagadores),

a integral divergente:

; _/ d'k i
M) @m) k2 — m? + e

torna-se, apos rotagao de Wick:

/ d*kp 1
Ip =— .
(27)* k2 + m?

A vantagem é manifesta: em coordenadas hiperesféricas euclidianas (k% = k3 +
1 o 272 1 [ k) dkg
Ip=——7"— dkpky ———s = —— 2
g (2%)4/0 FRET 2 2 872 /0 k% + m?

onde 272 ¢ a area da 3-esfera S° (usamos Qg = 2742 /T'(d/2), com Q, = 27%). A integral

é divergente quadraticamente, mas agora estd em forma adequada para regularizacao

[k[2):

dimensional.
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3 Simetria SO(4) e Representagoes

3.1 O Grupo de Rotagoes Euclidianas

No espaco euclidiano R*, o grupo de simetria é SO(4) — o grupo das rotagdes em quatro

dimensoes. Sua algebra de Lie possui (;1) = 6 geradores M, (1 < v) satisfazendo:

[M,

2

M,y| = 0ppMyo — 0peMyp — 00y M + 606 M,

3.2 Decomposigao SO(4) = SU(2); x SU(2)g

Uma propriedade crucial de SO(4) é seu isomorfismo local:

SU(Z)L X SU(Z)R

SO(4) = 7

Os geradores auto-duais e anti-auto-duais:

1 ~ ~ 1
M/i - §(M/w + M), My, = §€quoMpm

satisfazem independentemente a algebra de SU(2):

[Mi+7 M]+] == Gijlej, [M;, Mji] == Q'jkM,;, [M;r) Mji] =0.

Esta decomposicao ¢ fundamental para:

e A classificagao de instantons (auto-duais vs. anti-auto-duais).
e A estrutura dos simbolos de 't Hooft n;, e 77,

e A formulacao de férmions quirais no espaco euclidiano.

3.3 Relagao com o Grupo de Lorentz
O grupo de Lorentz SO(1, 3) possui a complexificagao:

50(1,3)c = s0(4)c = sl(2,C) @ sl(2,C).

As representagoes (jr, jr) sob SU(2)r, x SU(2)g correspondem:

e (0,0): escalar.
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. (%, 0): spinor de Weyl esquerdo.

e (0,3): spinor de Weyl direito.

e (1,2): vetor (4-vetor euclidiano).

(1,0) @ (0,1): tensor antissimétrico de rank 2 (decomposto em partes auto-dual e

anti-auto-dual).

A rotagao de Wick preserva as representagoes, mas muda as condigoes de realidade:
representagoes unitarias de SO(1,3) (espago de Minkowski) correspondem a representa-

¢Oes unitarias de SO(4) (espago euclidiano).

3.4 Coordenadas Hiperesféricas em R*

Para célculos de integrais euclidianas, é conveniente usar coordenadas hiperesféricas:
kg = (ki1, ke, ks, ks) = kp(sin y sin @ cos ¢, sin x sinfsin ¢, siny cosd, cosy),

com kg = |kg| >0, x € [0,7], 8 € [0,7], ¢ € [0,27). O elemento de volume é:

d*kp = k¥ dkg sin® x dx sin 6 df dé.

Integrando sobre os dngulos (para integrandos esfericamente simétricos):

/ d'kp f(KS) = 20 / kg K F(E2),
0

onde 272 = Vol(S?) = 25(42/)2 ¢ a area da 3-esfera unitaria.

Em d dimensoes euclidianas gerais:

27rd/2

[ e £0) = s [ ke 1)

4 Propagadores Euclidianos

4.1 Campo Escalar — Espaco de Momentos

O propagador de Feynman no espago de Minkowski para um campo escalar livre de massa

d*k 1 ,
Seu= |

2m)4 k2 — m? + ie

m é:
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Apos a rotacao de Wick, o propagador euclidiano torna-se:

d4kE 1 ikp-(x—

Note as diferencas cruciais:

O fator ¢ no numerador desaparece.

O sinal no denominador muda: k* — m? — k2% + m?2, sempre positivo.

A prescrigao ie torna-se desnecessaria.

O propagador euclidiano ¢é real e positivo no espago de momentos.

o Ap(k)=1/(k% +m?) ¢ a fungao de Green do operador (—A4 + m?).

4.2 Campo Escalar — Espaco de Posicao

O propagador euclidiano no espaco de posigao é obtido pela transformada de Fourier:

d4k‘E eikE-x
Aplr) = / (2m)* k2 +m?’

Utilizando coordenadas hiperesféricas e a representacao integral de funcoes de Bes-

sel:

1 [~ Bdk Ji(klz])
AE(“’)_(%V/O Rrm? k]

)

que resulta em:

m

—— K
47T2|J,’| 1(77?’37‘)

onde K7 é a funcao de Bessel modificada de segunda espécie e |z| = v/72 4+ 72 é a distancia

euclidiana.

Comportamentos assintoticos:

e Curtas distancias (m|z| < 1): Ag(x) = m (comportamento de campo sem
massa).

e Longas distancias (m|z| > 1): Ag(x) = %e—m\xl (decaimento exponen-

cial com comprimento de correla¢do £ = 1/m).

O decaimento exponencial em e~"I*! ¢ a manifestacao euclidiana do gap de massa:
a correlagao entre campos separados por distancia |z| é suprimida exponencialmente para

|z| > 1/m.
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Propagador euclidiano normalizado

3 .

—  mlz| - Ky(m|z|) (exato)
. ---  ~1/|z|* (curtas dist.)
% ot ~ el /|32 (longas dist.)
<
T
&
<

mlz|

Figura 3: Comportamento do propagador euclidiano Ag(z) em fungao da distancia m/|z|.
Para curtas distancias (m|x| < 1), domina o comportamento de poténcia ~ 1/|z|?* (campo
sem massa). Para longas distancias (m|x| > 1), o decaimento exponencial e~™*l imp&e
o comprimento de correlagao finito £ = 1/m.

Caso sem massa (m = 0):

Anlo)| .~ 1 Id/2-1) 1

m=0 47r2|x|2 - 47rd/2 ‘x|d72 i

Y

que é a funcao de Green do Laplaciano —A, em R%, analoga ao potencial coulombiano
1/(4mr) em R3.
4.3 Representagao de Schwinger (Tempo Proprio)

Uma representacao extremamente 1til do propagador euclidiano é a de tempo préprio

]. & 2 2
—_— = ds e~ *kptm?)
k% + m? /0 ’

de Schwinger:

onde s é o parametro de tempo proprio (Schwinger proper time). No espago de posigao:

& dS 2 2
A s oM Si‘x| /(45) .
5() /0 (4ms)a2 €

Esta representacao:

e Interpreta o propagador como a amplitude de uma particula difundindo por “tempo”

S.

e [ a base da regularizacdo de tempo proprio (proper-time regularization): fooo —
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S

e Conecta-se naturalmente a formulagao worldline (Strassler, Schubert).

e Generaliza facilmente para campos em backgrounds curvos ou com campos de gauge.

4.4 Campo de Dirac

Para férmions, a rotacao de Wick requer cuidado adicional com as matrizes gama. Define-

se.
YE=r v =ik (1=1,2,3),

satisfazendo a algebra euclidiana:
{vE: 7} = 20",

Todas as matrizes gama euclidianas sao hermitianas: (v;)" = 74, em contraste

com Minkowski onde apenas 7° ¢ hermitiana.
O propagador fermionico euclidiano no espago de momentos é:

1 _—%’ékf%—m
’y]‘gkf—l—m_ k%L +m?

SE(k') =

No espago de posicao:

m’ vex, Ke(m|z
Se(2) = (—150 + m)Ae(@) = Fa ( ol 2T<n|x’| :

Propriedade fundamental: O operador de Dirac euclidiano Dg = 750, ¢ anti-
hermitiano:
D}, = —Dp,

o que implica que Dg + m tem espectro real e o determinante fermionico det(Dg + m) é

real.

4.5 Campo de Gauge

Para um campo de gauge no gauge covariante geral (R¢ gauge), o propagador euclidiano
é:
O — Kk K%

bk, 2
Dab k :5ab |4 purv/VE
i (h) R+ m?

k% 4+ &m? |

+¢

Casos especiais:
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e Gauge de Feynman (¢ = 1): D& = 6%, /(k +m?).
e Gauge de Landau (§ = 0): D) = 0*(6,,, — kuky k) /(K3 +m?).

e Para glions/fotons (m = 0): D = §%6,,,/k%, (Feynman gauge).

4.6 Representacao Espectral (Kéillén-Lehmann) Euclidiana

O propagador exato (com interagdes) de um campo escalar possui a representagao espec-

> dp® p(p?)
Ap(k)= | =022

tral:

onde p(u?) > 0 é a funcao espectral (positividade garantida pela unitariedade). Esta

representacao:

e Garante que Ag(k) > 0 para todo kg (desde que p > 0).

e Conecta polos isolados em p? = m a particulas estaveis.

2
phys

e Cortes de ramo em p? > 4m? correspondem a estados multiparticulas.

5 Funcoes de Green Euclidianas e Representacao Es-

pectral

5.1 Fungoes de Schwinger

As fungoes de Green euclidianas de n pontos (fungoes de Schwinger) sao definidas como:

Do g(w1) - () eF
N | Dy e=5e ‘

Sua relagao com as fungoes de Green de tempo ordenado (Minkowski) é:

Su(t, . wy) = (O T{d(zy") -+~ o(x,") }]0)

tj——iT;
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5.2 Funcao de Dois Pontos e Gap de Massa

A fungao de dois pontos euclidiana Sy (x) = (¢(2)¢(0)) contém informagao sobre o espectro

de massa. Para separacao puramente temporal:

S5(r,0) = 3 [(016(0)]m) 2 e Erll T2 (0] g[1) 2 17,

onde m = FE; é a massa da particula mais leve com os ntimeros quanticos de ¢. Portanto:

d - 05
m = — lim — In S(7,0) = — lim 2
T—o00 dT =00 Sy

Esta é a base da extracao de massas em simulacoes de lattice QCD: mede-se o

decaimento exponencial dos correladores euclidianos.

5.3 Fungoes de Schwinger Conexas e 1PI

O funcional gerador conexo Wg[J] = In Zg[J] gera as fungdes conexas:

"Wg

Go(z1, ..y an) = 5J(z1) - 0 ()

J=0

A agao efetiva I'[¢.] (transformada de Legendre de W) gera as fungoes de vértice

1PI (one-particle irreducible):

B orr
B 0¢c(x1) -+ 6pe(T0)

P(n)(SL’l, ce ,J}n)

¢c:<¢>

A relagio com o propagador exato: ¥ (k) = AL (k) = k2 + m? — X(k%), onde %

é a auto-energia.

6 Regularizacao no Espaco Euclidiano

6.1 Regularizacao Dimensional

A formulagao euclidiana simplifica enormemente a regularizacao dimensional. Em d =

4 — 2¢ dimensoes, a integral fundamental é:

dkp 1 1 T(n—d/2) 1
/ 2m)d (k2 + A)r  (4m)¥/2 T'(n)  Ar-d/2’
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Paran=1,d =4 — 2e:

ddkE 1 m2 1 m2
/ CrikL+m? @dn)? e ” +In(4m) —In w2 +14+0(e)],

onde vg =~ 0.5772 é a constante de Euler-Mascheroni e i é a escala de renormalizacao.

Integrais euclidianas fundamentais com numerador:

dkp K.k, 6w 1 T(n—d/2-1) 1

/ (2m)d (k% + A)" T2 (4m)d/2 T'(n) An—dj2-1° (6)
dkp k% 1 T(p+d/2T(n—p—d/2) 1

/ @m)d (k% + A (dm)ir T(d/2)T(n) = (7)

6.2 Parametrizacao de Feynman

Para combinar denominadores euclidianos:

1 T(a+0b) [* 2211 — x)>!
f

AsBb — T(a)I(b) zA+ (1 — 2)B]et

No espaco euclidiano, apds a parametrizacao e o shift de momento, as integrais
angulares sdo triviais (simetria SO(d)), e resta apenas a integral radial — uma enorme

simplificagao sobre o caso minkowskiano.

6.3 Cutoff Euclidiano

A regularizagao por cutoff no espago euclidiano é direta:
/ d*kg . / d*kp
(2m)* kpl<a (2m)*

pois |kg|?2 = k2 + |k|2 > 0 define naturalmente uma regido esférica. Em Minkowski, um

cutoff |k?| < A? nao define uma regido compacta no espago de momentos (a hipérbole

k* = const é nao-compacta).

6.4 Regularizacao Zeta

O determinante funcional de um operador euclidiano K (como —A + m?) pode ser regu-

larizado via:

1 o0
Indet K = —(%(0), Ck(s) = ;)\;s = e / dt " Tr(e ),

0
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onde A, sdo os autovalores de K. A fungao zeta ¢ analitica para Re(s) > d/2 e estende-se
meromorficamente a todo o plano complexo. O valor (j(0) é finito e define o determinante

regularizado.

6.5 Heat Kernel e Expansao Assintética

O heat kernel K(xz,y;t) = (xle ’]y) (com D = —A + V) possui a expansio assintotica
para t — 0T:

1 0o
—tD\ __ n
TI'(@ ) = W E (ln(D)t s
n=0

onde os coeficientes de Seeley-DeWitt a, sao integrais de invariantes geométricos

locais:

ap = /ddx 1 = Vol, (8)

a :/dd:v <§—V), (9)

1 1 1 1
= [dlo | —R?, — —R’ +-0OV4+_V2g...|). 10
2 / v <180 T R R A (10)

Estes coeficientes determinam as divergéncias da teoria e sao fundamentais para a

renormalizacao em espagos curvos.

7 Axiomas de Osterwalder-Schrader

A reconstrucao da teoria quéntica de campos minkowskiana a partir dos dados euclidi-
anos ¢ garantida pelos axiomas de Osterwalder-Schrader (1973, 1975). Uma teoria
euclidiana satisfazendo estes axiomas define univocamente uma teoria quantica de campos

relativistica:
1. Regularidade: As fungoes de correlagao (fungdes de Schwinger) S, (x4, ..., z,) sdo
distribui¢oes temperadas.

2. Covariancia Euclidiana: Invariancia sob o grupo euclidiano 7SO(4) = SO(4) x R*

(rotagoes e translagoes).

3. Positividade de Reflexao (Osterwalder-Schrader): Para qualquer funcional
F[¢] com suporte em 7 > 0:
(OF, F)g >0,
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onde © ¢ a reflexao temporal 7 — —7. Esta condi¢ao garante a unitariedade da

teoria minkowskiana reconstruida.

4. Simetria: S, (1), - Tom)) = Sn(Z1,...,2,) para permutacoes o (campos boso-

nicos).

5. Clustering: Para translacoes espaciais a — oo:

Snam(T1y o Ty 1+ 0y Ym @) = Sp(xr, o T0) c S(Yay o Ym)-

Garante a unicidade do vécuo.

O teorema de reconstrucao de OS afirma: dada uma colecao de funcoes de Schwin-
ger satisfazendo os axiomas acima, existe uma teoria quantica de campos no sentido de
Wightman (espago de Hilbert, operadores de campo, hamiltoniano positivo) cuja conti-

nuagao analitica ao tempo euclidiano reproduz as fung¢oes de Schwinger originais.

7.1 Positividade de Reflexao em Detalhe

A positividade de reflexdo (axioma 3) é a condi¢do mais profunda e merece elaboragao.

Seja O a reflexao temporal:
(©0)(x1, x2, T3, x4) = (X1, T2, T3, —T4).
Considere o espago &, de funcionais F'[¢| com suporte em x4 > 0. A forma bilinear:
(F.G)os = (OF) - G)s = | DoFT63 Glg)e

deve ser positiva semi-definida: (F, F')ps > 0 para todo F € &,.

Significado fisico: Esta forma bilinear torna-se o produto interno do espaco de
Hilbert reconstruido. O kernel (elementos com norma zero) é quocientado, e o hamilto-

niano reconstruido H > 0 é definido por:
eiHT : [F(¢’w4>0>] = [F(¢|x4>7')]‘

Verificagao para teoria livre: Para o campo livre, a positividade de reflexao
segue da positividade do propagador euclidiano Ag(xz) > 0 para todo x # 0 (no caso

escalar).

Exemplo de violagao: Teorias com derivadas superiores (como £ = %QS(DZ +

m?)¢) podem violar a positividade de reflexdo, indicando que a teoria minkowskiana
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correspondente nao ¢ unitaria (possui fantasmas).

7.2 Relagao com os Axiomas de Wightman

Os axiomas de Wightman para QFT em Minkowski exigem:
1. Espago de Hilbert com representacao unitaria do grupo de Poincaré.
2. Espectro no cone de luz futuro (p* > 0, p° > 0).
3. Existéncia e unicidade do vécuo.

4. Campos como distribuicoes operatoriais.

5. Localidade (comutacdo a distancias tipo-espago).

O teorema de reconstrugao estabelece uma bije¢ao:

{Axiomas de OS} +— {Axiomas de Wightman}.

A dire¢ao Wightman — OS ¢ a rotagao de Wick (continuacao analitica dos corre-
ladores). A dire¢ao OS — Wightman ¢é a reconstrucao, que usa a positividade de reflexao
para construir o espacgo de Hilbert e a covariancia euclidiana para extrair a invariancia de

Poincaré via continuagao analitica das rotagoes SO(4) para boosts SO(1, 3).

7.3 Programa Construtivista

O programa de QFT construtiva usa os axiomas de OS como framework rigoroso:

¢3 (Glimm-Jaffe, 1968): Primeira QFT interagente em d = 2 rigorosamente

construida.

#3 (Feldman-Osterwalder, 1976): Teoria em d = 3 com renormalizagao.

¢3 (em aberto): A existéncia de ¢* em d = 4 continua nao-demonstrada (suspeita-

se de trivialidade — o acoplamento renormalizado vai a zero no limite continuo).

Yang-Mills em d = 4 (Millennium Problem): Demonstrar existéncia e gap de

massa em Yang-Mills 4D é um dos problemas do milénio do Clay Institute.
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Parte 11

Acao Euclidiana e Integral de Caminho

A integral de caminho euclidiana é a formulagao central da QFT euclidiana. Ao substituir
o fator oscilatério ™ pelo fator de supressao e °#, a integral funcional adquire proprie-
dades de convergéncia analogas as de uma integral de probabilidade, estabelecendo uma

conexao direta com a mecanica estatistica classica.
e Acao Euclidiana para Campos Escalares, Fermidnicos e de Gauge: Deri-
vacao explicita das agoes euclidianas a partir da rotagao de Wick.

e Integral Funcional Euclidiana: A medida funcional, convergéncia e regulariza-

Gao.

e Funcoes de Correlagao: Fungoes de Schwinger como momentos da medida eucli-

diana.

e Correspondéncia com Mecénica Estatistica: A integral de caminho euclidiana

como funcao de partigao.

e Método do Ponto de Sela e Aproximagao Semiclassica: Expansao ao redor

de solucgoes classicas euclidianas e flutuacoes quénticas.

e Teorema de Vafa-Witten e Positividade: Consequéncias da positividade da

medida euclidiana.

e Integral de Caminho para Sistemas com Vinculos: Procedimento de Faddeev-

Popov no espaco euclidiano.
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1 Construcao da Acao Euclidiana

1.1 Campo Escalar Real

A lagrangiana de Minkowski para um campo escalar real ¢ com auto-interagao é:

L = 50,0000 - V(o) = 5 (57 ) - 5792~ V(o)

A acao minkowskiana é:
SM = /dtd3l’£M.
Sob a rotagao de Wick t = —it, temos dt = —idr e 0; = i0;:
iSw =i [ (—idr)dx | 5(i0:0)* — 5 (V6P ~ V(0)
3 1 2 1 2

Portanto, a agao euclidiana para o campo escalar é:

eldl = [ doe | J0F0)0F0) + V(6)

onde 85 85 = 02 4+ V2 ¢ o laplaciano em R*. Note que:

e Todos os termos cinéticos aparecem com sinal positivo.
e O potencial V(¢) mantém o mesmo sinal.

e A acao euclidiana é limitada inferiormente: S > 0 para V > 0.

Para o caso V(¢) = sm?¢? + 5"

Selol = [ atar | 50,07 + jrte? + 0.
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1.2 Campo Escalar Complexo

Para um campo escalar complexo ¢:

Splo, 6" = / d*zp [(0,67)(0u0) +m?|6” + No|"]

1.3 Campo de Dirac

A agdo euclidiana para férmions requer a definicdo de matrizes gama euclidianas. Com

+r satisfazendo {V5, v} = 201

&mmz/fmwﬁ@+m¢

Note que no espaco euclidiano, ¢ e 1 sdo tratados como campos de Grassmann
independentes (ndo mais relacionados por 1 = ¥7%). O operador de Dirac euclidiano

Dy = VD, ¢ anti-hermitiano, garantindo que Sg seja real.

As matrizes gama euclidianas podem ser escolhidas como:

v [ 0 it > [ 0 io® 5 [ 0 io® s (0T
it 0 ) P i 0 ) TP it 0 ) P 0 o)

A matriz 73, é definida como:

) I 0
5 _ 1,23 4 _ '
Ye = YEYEVEVE (0 _ [>

1.4 Campos de Gauge (Yang-Mills)

Para um campo de gauge nao-abeliano com grupo G (como SU(N)), o tensor de campo
euclidiano é:
a a a abc Ab Ac
FL, = 0,A, — 0,A, + gf "™ Al A

v

e a acao euclidiana de Yang-Mills é:

1
SgMzz/d4l'EFa Fe =

prs opy

DO | —

/ dzptr(F,,F.)

Note que no espago euclidiano:
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e Nao ha distingao entre indices superiores e inferiores: F),, F},, com soma sobre p, v =
1,2,3,4.

e A agao ¢ positiva-definida: S} > 0, com igualdade apenas para F),, = 0.

e A invaridncia de gauge permanece inalterada.

1.5 Acao Euclidiana Completa com Matéria
A agao euclidiana total para uma teoria de gauge com férmions e escalares é:

Y M fermions scal Yuk:
SE — SE + SEeI“IIHOHb + SSECa ar + SEU awa7

onde:
s = [ dtap oD, + )y, (1)
s = [ o [(,0)/(D,0) + V(@)]. (12)
syt — [ dtapyion. (13

2 Integral Funcional Euclidiana

2.1 Definicao e Convergéncia

A integral funcional euclidiana é definida como:

Ty = /'D(b eS¢l

A crucial diferenga em relagao a formulagdo minkowskiana Zy; = [ D¢ e ¢ que
Sg

0 peso e~ 7F é:
e Real e positivo (para Sg > 0).
¢ Exponencialmente suprimido para configuragoes de alta agao.

e Interpretavel como uma medida de probabilidade (apds normalizagao).

Isto torna a integral euclidiana um objeto matematicamente mais bem definido,

analogo a fungao de particao da mecéanica estatistica.
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2.2 Fungoes de Correlagao (Fungoes de Schwinger)

As fungbes de correlagao euclidianas — ou fungoes de Schwinger — sao definidas como

valores esperados:
_ 1 —Sgl¢]
(Glen)oa) - 6w = - [ Do o(a)olan) - o(mn) e 5F1L
E

A relagao com as fungoes de Green de Minkowski (fungdes de Wightman ordenadas

no tempo) é:

(O[T{d(@1) - p(x) }0)ar = (Sa1) - Slay) e

2.3 Funcional Gerador

O funcional gerador com fonte J é:

Zuli) = [ Do exp {—SEM v [ s J(sc)qs(:c)} ,

e as fungoes de Schwinger sao obtidas por derivacao funcional:

| 5" Z | J]
Z5[0]6(x1) - 0. (an)

(p(x1) - ¢(xn))p =

J=0
O funcional gerador de correlagdes conexas é:
Wg[J] =InZg|J],

¢ a agao efetiva (funcional de Gibbs) ¢ obtida pela transformada de Legendre:

roiod =sup{ [ 6.~ wiln}.  ode) = S

2.4 Integral Gaussiana Funcional

Para a acao quadrética Sg[¢] = 1 [ ¢ K ¢ com operador K = —9? + m?:

2619 = Zeexp {§ [ a's dy 0K )70 |
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onde K~!(z,y) = Ag(z — y) ¢ o propagador euclidiano. O resultado formal é:

Zp[0] = (det K)~/2,

Para campos fermionicos (integrais de Grassmann):
/ DYDY e/ ¥MY = det M,

onde M = Dy + m é o operador de Dirac euclidiano.

3 Meétodo do Ponto de Sela e Aproximacao Semiclas-

sica

3.1 Principio Geral

Na integral funcional euclidiana Z = [ D¢ e~581l o peso e 57 é maximo quando Sg é
minimo. Para acoplamentos fracos (ou /& pequeno), a integral é dominada pela vizinhanga

das solucoes classicas ¢. que satisfazem:

155
0

=0 (equagoes de Euler-Lagrange euclidianas).
Pe

Expandindo ao redor da solugao cléssica ¢ = ¢, + n:

Selo+ ol = Selo + 5 [ ety ] o)+ 06

0p(x)0¢

3.2 Determinante Funcional

A integral gaussiana sobre flutuagoes fornece:

2
7 ~ e~ OBl ldet <5 S )
¢C

d0pop
Para o campo escalar com Sp = [ %¢(—32+m2+V”(¢C))¢, o operador de flutuacao

—-1/2

- [1 + O(loops)] .

M = =0 +m*+ V" (¢.),

e o prefator quantico de um loop ¢ (det M)~%/2,
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3.3 Modos Zero e Parametros Coletivos

Quando a solugao cléssica ¢, possui simetrias (translagao, rotagao, dilatagao), o operador
de flutuagdo M possui modos zero: autovetores 79 com autovalor nulo (Mmny = 0). Estes

correspondem a diregdes ao longo das quais a a¢ao nao muda (os “modulos” da solugao).

Os modos zero devem ser tratados separadamente mediante a técnica de coorde-

/Dn—>/d§ J(€ /Dn,

onde £ é o parametro coletivo (posi¢ao, tamanho, etc.), J é o jacobiano da mudanca de

nadas coletivas:

variaveis, e f indica integracao apenas sobre modos nao-zero.
Para um instanton com centro xy, os 4 modos zero translacionais produzem:

S 1/2
= (2—) por modo zero,
i

resultando em:
S() 2 det,(Minst) A efso
21 det (Mvacu(,) ’

onde V} é o volume do espaco-tempo e det’ omite os modos zero.

Zl inst — ‘/4 (

3.4 Modos Negativos e Instabilidades

Se o operador M possui um autovalor negativo (Mn_ = —A?1_ com A? > 0), a solugio
classica ndao ¢ um minimo mas um ponto de sela da acao euclidiana. A integral gaussiana

nesta dire¢ao produz um fator imaginério:

/2
/dae+a L )\Z,

indicando uma taxa de decaimento (instabilidade do vacuo):

I = 2[Im E| o =580,

Este ¢ o mecanismo de decaimento do falso vacuo (Coleman, 1977): um minimo
local de V(¢) pode tunellar para o minimo global, com taxa controlada pela agao do

“bounce” euclidiano.
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4 Procedimento de Faddeev-Popov no Espaco Euclidi-

ano

4.1 Fixacao de Gauge

Para teorias de gauge, a integral funcional [ DA eSt" ¢ divergente pois integra sobre
configuragoes fisicamente equivalentes (6rbitas de gauge). O procedimento de Faddeev-

Popov fixa esta redundancia:
Zp = / DADeDe ¢S5 ~Sst=Sanost
onde:
Sef = ;—f/d4$E (8,A%)*  (termo de fixagao de gauge), (14)

Sehost = / d*zg E“(—@uDzb)cb (ghosts de Faddeev-Popov). (15)

4.2 Ghosts Euclidianos

Os campos ghost ¢*, ¢* sdo campos escalares anticomutantes (Grassmann) no espago
euclidiano. O operador de ghost M = —GMDZI’ = —§%9? — gfabC(‘?MAz — gf“bcAfﬂu é um

operador eliptico no espaco euclidiano.

A contribuicao dos ghosts ao determinante é:
/ DeDee~ M = det M,

(determinante sem o inverso, pois ghosts sdo anticomutantes).

4.3 Simetria BRST Euclidiana

A simetria BRST persiste na formulagao euclidiana. Com o operador BRST s:

sAS = D¢, (16)

sc® = _gfabccbcc’ (17)
1

5 = 20T, (18)
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a agao total ¢ s-exata: Sgf+ Sghost = SV para um gauge fermion ¥ apropriado, garantindo

independéncia de gauge das quantidades fisicas.

5 Positividade e Teoremas Rigorosos

5.1 Teorema de Vafa-Witten (1984)

A positividade da medida euclidiana permite demonstrar resultados nao-perturbativos

rigorosos. O teorema de Vafa-Witten afirma que, em QCD com 6 = 0:

Simetrias vetoriais (como isospin SU(Ny)y e paridade) nao podem ser espontane-

amente quebradas.

Demonstracao (esbogo): A fungio de partigao de QCD euclidiana com fonte
vetorial v, é:

Zv] = / DADYDy e~ Saco+] vmutv,

A positividade do determinante fermionico (para nimero par de sabores degenera-
dos e # = 0) implica Z[0] > Z[v] para qualquer fonte vetorial, o que por sua vez implica
<Vj> = 0 para qualquer corrente vetorial conservada. Logo, nenhuma simetria vetorial

pode ser espontaneamente quebrada.

5.2 Desigualdades de Correlagao

A positividade de e permite derivar desigualdades rigorosas entre funcdes de correla-

Gao:

1. Desigualdade de Griffiths: Para campo escalar com V' (¢) = V(—¢) (simetria
ZQ)Z
(3(2)o(y)p =20 Va,y.

2. Segunda desigualdade de Griffiths (GKS):

(p(x1)p(22)Pp(x3)P(x4)) 2 > (D(21)P(x2)) (P(23)P(24)) + permutagoes.

3. Limitacao de Simon-Lieb: Permite demonstrar decaimento exponencial de

correlagoes e existéncia de gap de massa.
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5.3 Desigualdade de Nelson (Hipercontratividade)

Para o campo livre euclidiano, a estimativa de Nelson garante que:

[9llzr < C(p,q)l|¢llze paral < q<p,

com constantes explicitas. Esta propriedade de hipercontratividade ¢ fundamental

para o controle de interagoes em QFT construtiva.

6 Energia do Vacuo e Efeito Casimir Euclidiano

6.1 Energia de ViAcuo como Determinante Funcional

A energia do vacuo por unidade de volume é:

oy L _ 1 2 2
Evac = — 711_13010 T InZ = §Tr In(—9” + m*) (campo escalar).

Na formulagao euclidiana com condigoes de contorno (placas paralelas separadas
por distancia a), o espectro de —9? ¢ discretizado: k, = nm/a. A diferenga entre energias

com e sem placas, regularizada por func¢ao zeta, fornece a pressao de Casimir:

7'('2

P asimir — T 5~ 40
¢ 240!

resultado derivavel inteiramente dentro do formalismo euclidiano.

6.2 Efeito Casimir Térmico

A temperatura finita (compactificagdo temporal euclidiana com periodo /) combinada

com a compactificacdo espacial (placas) resulta em:
g(a7 T) - gCasimir(a) + gtérmica(a'a T)a

onde a contribui¢ao térmica domina para a > [ (alta temperatura):

3) T
PCasimir(T) ~ _%E (CLT > 1)
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Parte 111

Mecanica Estatistica e Teoria de

Campos

A correspondéncia entre QF T euclidiana e mecanica estatistica é uma das revelacoes mais
profundas da fisica tedrica. Uma teoria quantica de campos em d dimensoes euclidianas é
matematicamente equivalente a um sistema de mecanica estatistica classica em d dimen-
soes. Esta conexao nao é apenas formal — ela permite importar técnicas poderosas de

ambas as areas.

Os topicos abordados nesta parte incluem:

e A Correspondéncia Fundamental: O dicionario completo entre QFT euclidiana

e mecanica estatistica, com exemplos explicitos.

e Modelos de Spin e Limite Continuo: Do modelo de Ising discreto a teoria ¢*

continua.

e Grupo de Renormalizacao de Wilson: Fluxo, pontos fixos, operadores relevan-

tes/irrelevantes e universalidade.

e Teoria de Campos Conforme (CFT): Invariancia conforme no ponto critico e

consequeéncias.
e Expansao ¢ =4 — d: Célculo sistemético de expoentes criticos.

e Teoria de Landau-Ginzburg: Descricao efetiva de transicoes de fase via funcional

euclidiano.

e Teoria de Campos a Temperatura Finita: Formalismo de tempo imaginério,
topologia cilindrica Sg) x R3, e a emergéncia da mecanica estatistica como conse-

quéncia geométrica da rotacao de Wick.
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1 A Correspondéncia Fundamental

1.1 Dicionario QFT Euclidiana <> Mecanica Estatistica

A correspondéncia é estabelecida pela identificagao:

QFT Euclidiana Mecanica Estatistica
Integral funcional Zp = [ Dpe=5F Funcao de particao Z = Zconﬁg e Pl
Acao euclidiana Sg[¢] Hamiltoniano S H|o]
Campo ¢(z) Variavel de spin / parametro de ordem o(x)
Constante de acoplamento A Temperatura inversa 5 = 1/kgT
Massa m Comprimento de correlagao inverso £*
m — 0 (teoria sem massa) Ponto critico (§ — 00)
Fungoes de Schwinger Funcoes de correlagao
Acao efetiva I'[¢,] Energia livre de Gibbs
Grupo de renormalizacao Grupo de renormalizagao (Kadanoff-Wilson)
Anomalia dimensional Expoentes criticos

Tabela 2: Dicionario entre QFT euclidiana e mecanica estatistica.

1.2 Exemplo: Modelo ¢* e Modelo de Ising

O modelo de Ising em d dimensoes, no limite continuo proximo ao ponto critico, é descrito

pela teoria ¢* euclidiana:
1 1 U
_ d,. |+ 2, 4 o2 Uy
Se= [ s |S0.00+ 3o+ 0]
onde:

o rx (T'—1T.)/T. & o parametro de desvio da temperatura critica.
e u > 0 ¢ o acoplamento quartico (estabilidade).

e ¢ é a magnetizagao local (parametro de ordem).
Para r > 0: fase desordenada ({¢) = 0, fase simétrica). Para r < 0: fase ordenada
((¢) # 0, quebra espontanea da simetria Zs,).
1.3 Transicoes de Fase e Universalidade
Préoximo ao ponto critico, o comprimento de correlagao diverge como:
E~ T =T,
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onde v é o expoente critico de correlagao. Na correspondéncia com QFT, & — oo cor-
responde a m — 0, e a teoria torna-se invariante conforme no ponto fixo do grupo de

renormalizacao.

Os expoentes criticos sao universais — dependem apenas da dimensionalidade d e
das simetrias do parametro de ordem, nao dos detalhes microscopicos. Esta universalidade
é explicada pelo grupo de renormalizacao de Wilson: as teorias no ponto critico fluem
para pontos fixos infravermelhos sob o fluxo do grupo de renormalizacao, onde detalhes

de curta distancia sao irrelevantes.

1.4 Dimensao Critica Superior

Para a teoria ¢?, a dimensao critica superior é d, = 4:

e Para d > 4: expoentes de campo médio (teoria gaussiana), acoplamento u ¢é irrele-

vante.
e Para d = 4: corregdes logaritmicas (marginalidade do acoplamento).

e Para d < 4: expoentes ndo-triviais, calculaveis via expansao ¢ = 4 — d (Wilson-
Fisher).

No ponto fixo de Wilson-Fisher (d = 4 — €), os expoentes criticos sao:

1 € 7e2 3
=5 T 75T 740 1
v 2+12+162+(9(e), (19)
2
_ & 3
1=+ 0), (20)
€ 19¢2 3
’}/—1—1-6‘1‘@—1-0(6). (21)

2 Grupo de Renormalizacao de Wilson

2.1 Ideia Fundamental

O grupo de renormalizacdo (RG) de Wilson fornece a compreensao conceitual mais pro-
funda da conexao entre QFT e mecéanica estatistica. A ideia central: integrar progres-
sivamente graus de liberdade de alta energia (curta distancia) e observar como a teoria

efetiva muda.

O procedimento consiste em trés passos:
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1. Integrar modos de alta frequéncia: Dividir ¢ = ¢+ ¢~ onde ¢~ contém modos

com A/b < |k| < A, e integrar ¢

e Settld<] — /'D¢> e Slo<tos]

2. Reescalar: = — bz, k — k/b para restaurar o cutoff original.

3. Renormalizar campos: ¢. — b4=2tM/2¢ para manter a normalizacao.

2.2 Equacao do Fluxo

O fluxo do grupo de renormalizacao ¢ descrito por funcoes beta. Para a teoria ¢* em
d=4—c¢:

dg _ 39° 5
p—— = B(g) = 69+w+0(9 ),

onde g = Apu~¢ é o acoplamento adimensional. O ponto fixo nao-trivial (Wilson-Fisher)

estd em: )2
g = 7;) “ro@).

2.3 Operadores Relevantes, Marginais e Irrelevantes
No ponto fixo, operadores compostos O; possuem dimensoes anémalas:
[Oi] =d -y,
onde y; € o expoente de escala. Classificagao:
e y; > 0: operador relevante (cresce sob RG, deve ser ajustado — fine-tuning).

e y; = 0: operador marginal (requer anélise de ordens superiores).

e y; < 0: operador irrelevante (decai sob RG, contribui com corregoes ~ al¥l).

Na teoria ¢*: ¢? é relevante (y = 2 — 1 =~ 2), ¢* ¢ marginal em d = 4 (relevante

para d < 4), ¢° & irrelevante.

2.4 Equacgao de Callan-Symanzik

As funcgoes de Green renormalizadas satisfazem a equagao de Callan-Symanzik:

0

0
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onde y(g) = udIEMZ¢ ¢ a dimensao anoémala do campo. No ponto fixo g = g*:

G (\xy, ..., Apy) = XTE2Z2G00 (0 g ),

com 7 = 27(g*) — a teoria é invariante de escala (conforme).

3 Teoria de Campos Conforme no Ponto Critico

3.1 Invariancia Conforme

No ponto fixo do grupo de renormalizacao, a teoria euclidiana ¢ invariante sob o grupo

conforme — extensao do grupo euclidiano que inclui:

e Translagoes: x, — , + a, (d geradores).
e Rotagoes: z, — Rz, (d(d — 1)/2 geradores).

e Dilatacoes: =, — Az, (1 gerador).

2
Tu—bux

Tapap7z (d geradores).

e Transformagoes conformes especiais (SCT): z, —

Total: w geradores. Em d = 4: 15 geradores (isomorfo a SO(5,1)).

3.2 Restrigoes sobre Correladores

A invariancia conforme fixa completamente as fungoes de 2 e 3 pontos (a menos de cons-

tantes):
Cijon; a,
<¢z($)¢3(y)> = |.T —y 2’
Ciji
(Pi(z1)dj(w2)Pr(23)) = 712 Ai—l—Aj—Aklx%‘Aj—i]—Ak—Ai T13|Ait A=A

onde A; sao as dimensoes de escala e Cjj; os coeficientes OPE.

3.3 Expansao em Produto de Operadores (OPE)

A OPE cuclidiana:
i(2)0;(0) = > Cijr(x) Ox(0),
k

com coeficientes Cjjy(x) ~ |x|*+~2i724 converge no espago euclidiano (ndo apenas como
expansao assintotica). A convergéncia é garantida pela positividade da medida euclidiana

e pela completeza do espago de operadores.
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3.4 Bootstrap Conforme

O programa de bootstrap conforme moderno explora:

e Associatividade da OPE = equacoes de crossing.
e Unitariedade = positividade de coeficientes OPE ao quadrado.

e Limites rigorosos sobre dimensdes e OPE (Rattazzi et al., 2008; El-Showk et al.,
2012).

Resultado notéavel: o bootstrap determina os expoentes criticos do modelo de Ising

3D com precisao superior a de simulagoes de Monte Carlo:

A, = 0.5181489(10), A, = 1.412625(10).

4 Modelo de Landau-Ginzburg

4.1 Funcional de Energia Livre

O funcional de Landau-Ginzburg ¢é a acao euclidiana efetiva para o parametro de ordem

¢ de uma transicao de fase:
1
oFiel = [ a's |5V + 562+ 10t - no),
onde:

o r =ro(T —T.)/T.: coeficiente de massa (muda de sinal em T¢).
e u > 0: acoplamento quartico (estabilidade).
e h: campo externo (quebra explicita de simetria).

e O termo cinético (V¢)? penaliza variagoes espaciais.

4.2 Aproximagao de Campo Médio (Saddle Point)

Ignorando flutuagoes (¢(x) = ¢y = const), minimizamos:

ov U 4
87%—7"(;50"‘6(;50—}1—0

51



Para h = 0:

5 0 se r > 0 (fase desordenada),
0 =
+,/—6r/u ser <0 (fase ordenada).

Expoentes de campo médio: Sy r = 1/2, yyr =1, dyr = 3, vyr = 1/2, ape = 0,

nur = 0.

4.3 Critério de Ginzburg

Flutuagoes invalidam campo médio quando sua contribuicao a suscetibilidade excede o

valor de campo médio. O critério de Ginzburg determina que campo médio falha para:
u \ 2/
|T_Tc|<Tc(2_d) ETC'Gi,
700

onde Gi é o namero de Ginzburg. Para d > 4 (dimensao critica superior), Gi — 0 e

campo médio é exato. Para d < 4, as flutuagoes dominam perto de T..

4.4 Flutuagoes Gaussianas e Correcao de Ornstein-Zernike

Expandindo ao redor de campo médio ¢ = ¢y + ¢, o correlador gaussiano é:

- - 1
0p(k)oop(—k)) = ——
60RO~ = 4 5
com comprimento de correlagao:
r1/2 (T > T., fase desordenada),

(2|r[)~? (T < T., fase ordenada).

No espago de posigao (d = 3):

—r/§ _ 1
G(r) = (00(£)36(0)) ~ 75 T~

onde o expoente n captura a correcao andmala ao decaimento em lei de poténcia no ponto

critico.
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5 Modelos O(N) e Simetria Continua

5.1 Definicao

A generalizagao natural do modelo de Ising (simetria Z) é o modelo O(N) com campo

vetorial ¢ = (f1,...,0N):
_ d.. | L 2, Ti2i2 | U220
Se= [ ate | @0 + §16P + 057
Casos fisicamente relevantes:

e N = 1: modelo de Ising (transi¢ao liquido-gas, ferromagneto uniaxial).

N = 2: modelo XY (superfluidez, supercondutividade, filme de hélio).

N = 3: modelo de Heisenberg (ferromagneto isotropico).

e N = 4: setor de Higgs do Modelo Padrao.

N — oo: modelo esférico (exatamente soluvel).

N = 0: polimeros auto-evitantes (de Gennes).

5.2 Teorema de Goldstone e Ondas de Spin

Parar < 0 e N > 2, a simetria O(N) quebra espontaneamente para O(N — 1), produ-
zindo N — 1 bosons de Goldstone (modos sem massa). No espago euclidiano, estes se
manifestam como direcoes de flutuagao com comprimento de correlacao infinito.
A parametrizagao nao-linear gg = (0 4+ v)h com 1 € SV~ separa o modo massivo
o (modo radial, massa ~ 1/2|r|) dos modos de Goldstone (ondas de spin, sem massa).
O modelo sigma nao-linear descreve apenas os modos de Goldstone a baixas

energias:

f2
Snis = /d% (9,1)?, 1n|? = 1.
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5.3 Limite N — oo e Aproximacao de Campo Médio

No limite N — oo com uN fixo, a teoria O(N) torna-se exatamente soltvel. Introduzindo

0 campo auxiliar o = u|¢|2/6 (transformacéo de Hubbard-Stratonovich):

5= [ate 0.7+ Jiar - 2.

A equagao de gap (ponto de sela em o) determina a massa efetiva:

+uN/ Ak 1
0=T
27rdk2+ao

Expoentes criticos exatos em N — oo: v =1/(d—2),n =0, v=2/(d — 2) (para
2<d<d).

5.4 Teorema de Mermin-Wagner-Coleman

No espago euclidiano, o teorema de Mermin-Wagner (mecanica estatistica) / Cole-
man (QFT) afirma:

Em d < 2 dimensoes, simetrias continuas nao podem ser espontaneamente quebra-

das para sistemas com interacgoes de curto alcance.

Demonstracao euclidiana (esbogo): Se houvesse quebra, existiriam N — 1

modos de Goldstone com propagador A(k) = 1/k?. A flutuacao do parametro de ordem

d d—1
/dk: /k: dk /kd‘3dk,
0

que diverge no infravermelho para d < 2, contradizendo a existéncia de ordem de longo

seria:

alcance.

Em d = 2, a transi¢do de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) no modelo XY
(N = 2) fornece uma transi¢ao topologica sem quebra de simetria — mediada por vortices

euclidianos.

54



6 Teoria de Campos a Temperatura Finita

6.1 O Formalismo de Tempo Imaginario

A conexao entre temperatura e tempo euclidiano emerge naturalmente. O operador den-

sidade no ensemble canodnico é:

H = Z =Tr(e”

p=— (e77),
onde 3 = 1/kgT. O operador e ? ¢ formalmente idéntico ao operador de evolucdo
temporal euclidiano e #" com 7 = 3.

A funcao de particao é entao:
Z = Tr(e P = /'Dgzﬁ e~ rlol

com a condi¢ao de contorno crucial:

O(1+ B, 7) = £¢(7,7)

onde + para bosons (condigoes periddicas) e — para férmions (condigoes antiperiodicas).

6.2 Compactificagao Temporal e Topologia Cilindrica

A temperatura finita corresponde geometricamente a compactificagao da diregao tem-

poral euclidiana em um circulo de circunferéncia g = 1/7"

R* — S'(B) x R®.

O espaco-tempo euclidiano térmico é portanto S' x R?* — um cilindro com secao
transversal R3 e circunferéncia 3 na direcdo temporal. Esta geometria cilindrica é a
manifestacao geométrica da temperatura: o “tamanho” da dire¢ao compacta codifica a

temperatura do sistema.

Propriedades fundamentais da topologia cilindrica:

e Alta temperatura (7' — c0):  — 0, o circulo encolhe e a teoria reduz-se efetiva-
mente a d — 1 dimensoes (redugao dimensional). O espectro de Matsubara w,, ~ nT’

cria um gap efetivo ~ 27T para modos n # 0.

e Baixa temperatura (T' — 0): 8 — oo, recupera-se R? e a teoria de temperatura
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T:02R4 T > 0: S};XRg
T € (—00,+00)

T>0
T~TH S b= %
compactificar

v
~

— > 7R

ST

Bosons: ¢(1 + ) = +¢(71)
Férmions: ¢(1 + ) = —¢(7)

Figura 4: Topologia do espaco-tempo euclidiano: a temperatura zero, o espaco é R*
com tempo euclidiano ilimitado. A temperatura finita 7" > 0, a dire¢do temporal é
compactificada em um circulo S' de circunferéncia 3 = 1/T, produzindo a topologia
cilindrica Sé x R3. A periodicidade impoe condicdes de contorno que distinguem bésons
(periodicos) de férmions (antiperiodicos).

zero. O espectro de frequéncias torna-se continuo.

e Analogia com Kaluza-Klein: A compactificacao temporal é formalmente idéntica
a uma dimensao extra compacta. Os modos de Matsubara w,, = 2mnT sao anélogos

a torre de Kaluza-Klein, com “massas” m,, = 2anT.

e Holonomia: O loop de Wilson na dire¢cao compacta (loop de Polyakov) é uma
observable topoldgica sensivel ao enrolamento ao redor do cilindro — fundamental

para a transi¢ao de desconfinamento.

6.3 Demonstracao da Periodicidade Boso6nica

A demonstracao da condicao de contorno periddica para bosons segue rigorosamente do

traco na fungao de partigao. Para um campo escalar:
2 ="Tu(e ) = [ dontnle " o0

onde |¢g) é o autoestado do operador de campo ¢(&,0) com autovalor ¢,(Z). A amplitude

(dole PH |¢g) ¢ representada como integral de caminho sobre configuracoes que comecam
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e terminam em ¢y:
#(B)=¢0
(@nle on) = [ " Dgers

#(0)=¢o

Isto ¢ exatamente a condigao ¢(f,Z) = ¢(0,Z) — periodicidade.

6.4 Demonstracao da Antiperiodicidade Fermidnica

Para férmions, o trago sobre o espago de Fock com estados de Grassmann requer:
15(0) = | dndne ™(~4]01n).

onde o sinal negativo em (—n| vem da anticomutagao dos operadores fermionicos. Por-

tanto:

T = / dipdy ™~ e |) = / DDy e 5,
P(B)=—1(0)

implicando (8, ¥) = —(0, ) — antiperiodicidade.

6.5 Emergéncia da Mecanica Estatistica pela Rotacao de Wick

A conexao entre teoria quantica e mecéanica estatistica via rotacao de Wick é uma das
revelacoes mais profundas da fisica tedrica. Nao se trata de uma mera analogia formal, mas
de uma identidade matematica exata cuja origem geométrica é a topologia cilindrica

do espaco euclidiano térmico.

A cadeia légica fundamental:

1. Rotagcao de Wick: ¢t — —ir transforma o operador de evolucao:

eszt N e*HT'

2. Trago = Periodicidade: A funcao de particio Z = Tr(e ?) exige que o estado
final coincida com o inicial, impondo periodicidade 7 ~ 7+ f3.

3. Compactificagao: A periodicidade transforma R* — S} x R? — topologia cilin-

drica.

4. Discretizacao espectral: A compactificagao discretiza as frequéncias temporais:
wp, = 2mn /B (Matsubara).

5. Estatistica quantica: As condigbes de contorno (periddicas/antiperiodicas) de-

terminam se as particulas obedecem Bose-Einstein ou Fermi-Dirac.
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Deida Qi W t — —it \[QFT Euclidiana]

de Campos > _
(em, Minkowski)J Wick L (7%, R

—iHt T ~ 7+ 3 | compactificar T
¢ |L=7w
’ Y
- QFT Térmica
Mecanica | . »{(BSE S x R?)
Estatistica [< 7~~~ = VB
(e=7H)

Figura 5: Diagrama mostrando como a mecanica estatistica emerge da rotacao de Wick.
A QFT minkowskiana, apds continuagao analitica para tempo euclidiano e compactifica-
¢ao da direcao temporal, torna-se matematicamente idéntica a um sistema de mecéanica
estatistica. O circuito comuta: ir direto (e *#*|,__;5) ou via formulacio euclidiana produz
o mesmo resultado.

Por que a periodicidade implica temperatura:

O ponto crucial é que o operador e ## tem duplo papel:

e Na mecéanica quantica: é o operador de evolucao temporal euclidiano por “tempo”

3.

e Na mecénica estatistica: é o operador de Boltzmann (peso canénico) a temperatura

T=1/8.

A operacao de traco Tr(e ##) “fecha” a evolugao temporal em um ciclo — geome-
tricamente, cola os extremos 7 = 0 e 7 = /3 do cilindro, gerando a topologia S' x R3. A
mesma operacao mateméatica que define evolucao temporal ciclica no espacgo euclidiano €

a definicao de ensemble térmico.

Consequéncias profundas da topologia cilindrica:

1. Spin-estatistica: A distingao entre bosons (periodicidade) e férmions (antiperio-
dicidade) é uma consequéncia topologica do teorema de spin-estatistica no espago

euclidiano compactificado.

2. Temperatura como geometria: A temperatura nao ¢ um parametro externo
imposto — é o inverso do perimetro da dimensao compacta. Mudar a temperatura

¢ mudar a geometria do espaco-tempo euclidiano.

3. Transicoes de fase como mudancas topologicas: Transicoes de desconfina-
mento podem ser entendidas como mudancas na estrutura topolégica das configu-

racoes de gauge ao redor do ciclo S?.
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4. Radiagao de Hawking: A temperatura de buracos negros emerge da mesma logica
— a regularidade da geometria euclidiana no horizonte fiza o periodo, e portanto a

temperatura (Se¢ao de Gravita¢ao Euclidiana).

5. Efeito Unruh: Um observador acelerado “vé” uma compactificagao efetiva do es-

paco de Rindler euclidiano, emergindo uma temperatura proporcional & aceleragao.

A funcao de particao como soma sobre geometrias:

No formalismo de integral de caminho, a conexao é:

2 =t = |

DQSQ_SE[(M — / DQSe_foﬁdedeﬁE
#(B)=¢(0) periédico

(& /
-~

integral sobre o cilindro Sé xR3

A geometria do cilindro determina completamente a termodinamica:

e Energia livre: FF = —-TInZ = —T'In fsl Dpe 55,
5

xIR3

e Entropia: S = —0F/0T = 3203(8~'In Z).

e Calor especifico: Cy = — 5285 In Z — flutuagoes de energia no ensemble.

6.6 Potencial Quimico no Formalismo Euclidiano
O ensemble gran-candnico com potencial quimico p é obtido pela substituicao:

H — H —uN,  Zge = Tr(e PH-#N),

Na acao euclidiana, isto equivale a:
0, — 0y — (para campos carregados),

ou equivalentemente, a introducao de um campo de gauge temporal constante imaginario

Ay =ip. As frequéncias de Matsubara deslocam-se:

wWp = Wy, — i (bosons), Op — @p — i (férmions).

Problema do sinal: Para p # 0, a agdo fermionica em QCD torna-se complexa
(det M (1) ¢ R), e a medida e~°# deixa de ser positiva-definida. Isto impede simulaces
de Monte Carlo diretamente no regime de densidade finita — o célebre problema do

sinal em QCD a p # 0, um dos grandes desafios abertos da fisica computacional.

29



6.7 Relacao KMS (Kubo-Martin-Schwinger)

As fungoes de correlagao térmicas satisfazem a condicao KMS:
G7 (1) =G~(t+p) (bosons),

G7 (1) =-G<(t+ p) (férmions),

onde G~ (t) = (A(t)B(0)) e G=(t) = (B(0)A(t)). No tempo euclidiano, esta é simples-

mente a condigao de (anti)periodicidade do correlador.

A condicao KMS ¢é equivalente ao equilibrio térmico e garante o teorema de

flutuacao-dissipacao:
_1F e
2

onde G é o correlador retardado e p a funcao espectral.

Im G*(w) p(w),
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Parte IV

Formalismo de Matsubara

Estabelecida na Parte III a correspondéncia geométrica entre temperatura e compactifica-
ao temporal (R* — S§xR?), desenvolvemos agora o formalismo de Matsubara (1955)
— o aparato técnico para calculos perturbativos e nao-perturbativos no espago euclidi-
ano térmico. A discretizacao das frequéncias temporais induzida pela topologia cilindrica
transforma integrais continuas em somas discretas, com regras de Feynman modificadas

que incorporam naturalmente os efeitos térmicos.

1 Frequéncias de Matsubara

1.1 Derivagao via Condicoes de Contorno

Para um campo definido em 7 € [0, 5] com condigoes periddicas (bosons) ou antiperiodicas

(férmions), a expansao de Fourier na dire¢ao temporal é:

= 1 — - =\ _iwnT
¢(T> l’) = B Z gb(wnax)e " )
onde as frequéncias de Matsubara sao:
2"7” = 2n7T (bosons, condigdes periodicas)
w = (2n+ )77 (férmions, condi¢oes antiperiddicas)

com n € 7.
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1.2 Justificativa Fisica

As condigbes de contorno periddicas (bosons) e antiperiddicas (férmions) seguem rigoro-
samente da operacao de traco na funcao de parti¢cao, conforme demonstrado na Parte III

(Segdes sobre periodicidade bosonica e antiperiodicidade fermionica). Em resumo:

e Bosons: Tr(e ") = [dg(ple P |p) exige ¢(3) = ¢(0).

e Férmions: O trago sobre estados de Grassmann introduz um sinal (—1)¥, resul-

tando em ¥ (5) = —1(0).

A distingao entre frequéncias pares (bdsons) e impares (férmions) é uma consequén-

cia direta desta topologia: a expansao de Fourier sobre um circulo com condic¢oes periodi-

cas produz harmonicos e2™7/# enquanto condicdes antiperiodicas produzem e!n+D77/8,

2 Propagadores Térmicos

2.1 Propagador Bosonico

O propagador de Matsubara para um campo escalar livre é:

- 1 1
A s k) = = - )
(cn, ¥) w2 +k24+m?  (2nrT)? + W

onde wy = V k2 + m2.

No espago de posicao temporal:

=1 coshlwg(B/2 — |7])]
Alr k) = 2wy, sinh(wg/3/2) ’

0<|r[ <5

2.2 Propagador Fermionico
Para férmions com frequéncias impares w,, = (2n + 1)77"

(@, B) 1 — iy — g -k +m
W, = = = = .
iOYy + Y5 k+m 02 + k2 4+ m?
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2.3 Somas de Matsubara

A prescrigao para calculos a temperatura finita é substituir integrais sobre k4 por somas:

[t > T 3 fen)

n=—0oo

Técnicas de avaliacao de somas de Matsubara incluem:

1. Método de residuos (truque do contorno):

Y S =~ ¢ L () f(=i),

271

onde np(z) = 1/(e’* — 1) é a distribuicio de Bose-Einstein, e o contorno C' envolve os

polos de ng em z = iw,.

2. Soma fundamental bosénica:

1 1 1 BE

n

3. Soma fundamental fermionica:

1 1 1 BE

n

onde ng(FE) = 1/(e’F + 1) ¢ a distribuigao de Fermi-Dirac.

3 Aplicacoes do Formalismo de Matsubara

3.1 Energia Livre do Campo Escalar

A energia livre de um gas de bosons livres de massa m é:

1%
F=-ThZ= ET;/

A3k
E ln(wi + w,%),

que, apos regularizagdo e subtragdo do vacuo (7' = 0), da:

A3k
Fr = V/ ) [% + Tln(l — e_ﬁ“”“)} .
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No limite de alta temperatura (T > m), reproduz o resultado de Stefan-

Boltzmann: i
T>m ™ T

-V .
90

Fr

3.2 Correcoes Térmicas & Massa

Na teoria ¢* a temperatura finita, o diagrama de tadpole contribui com uma correcao de

A\ Pk 1 AT?
(5 2 T == —T e
mA(T) =5 ;/(2w)3wg+wg 24

resultado que é exato em uma volta. A massa efetiva torna-se:

massa.

\T?

Esta corregao térmica é fundamental para:

e Restauragao de simetria a altas temperaturas (transigoes de fase).
e Blindagem de Debye em plasmas relativisticos.

e Bariogénese eletrofraca.

3.3 Redugao Dimensional

A altas temperaturas (T' > m), os modos com n # 0 (modos de Matsubara nao-zero)
adquirem massas efetivas ~ 2mnT" e podem ser integrados. A teoria efetiva resultante é

tridimensional:
A3d

1 1
5t = [ @ | ST+ gt + 320t

2

onde ¢y ¢ o modo zero (n = 0) e os pardmetros msy, Azq incluem efeitos dos modos
pesados. Esta reducao dimensional é a base do programa de dimensional reduction em

QCD a altas temperaturas.

4 Continuagao Analitica: Matsubara — Tempo Real

4.1 O Problema da Continuacao Analitica

Os correladores euclidianos de Matsubara G(w,) sao definidos apenas em frequéncias

discretas. Para obter fungoes de correlagao retardadas (observaveis fisicas como taxas de
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transporte), é necesséaria a continuacao analitica:

GH(w) = G(iw, — w +in), n— 0"

Este procedimento é formalmente simples, mas numericamente mal-condicionado:
pequenas incertezas em G(w,) produzem grandes erros em G*(w) (problema inverso mal-

posto).

4.2 Meétodo de Entropia Maxima (MEM)

Para dados de lattice, a reconstrugao da fungao espectral p(w) = —iIm G®(w) a partir

- T

do correlador euclidiano:

611 = [t (e = L)

utiliza inferéncia bayesiana com prior de entropia méxima para regularizar a inversao.

4.3 Formalismo de Tempo Real (Schwinger-Keldysh)

Alternativa ao formalismo de Matsubara para sistemas fora do equilibrio. O contorno

temporal no plano complexo passa por:

C: 0= tpax —0— —ip (contorno de Keldysh).

A comparacao:

e Matsubara (tempo imaginario): ideal para equilibrio térmico, termodinamica,

propriedades estaticas. Frequéncias discretas.

e Schwinger-Keldysh (tempo real): necessério para fora do equilibrio, fungoes de

resposta, transporte. Tempo real continuo, mas matrizes 2 x 2 de propagadores.

5 Resomagao de Hard Thermal Loops (HTL)

5.1 Motivacao

Em teorias de gauge a temperatura finita, a teoria de perturbacao ingénua falha para
momentos moles (k ~ ¢g7T') pois os modos duros (k ~ T) geram auto-energias da ordem

~ ¢?T? que modificam qualitativamente a dinamica infravermelha.
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5.2 Auto-energia HTL

A auto-energia dos glions no regime de hard thermal loops é:
g2T2

ko . ko+ |K|
In 3

20k| ko — |K]

) mQD: (NC+Nf/2)’

(k) = m?, [1
onde mp é a massa de Debye (blindagem elétrica). Para o setor magnético:

2
2k0

Héﬁ(k‘) =m [1 —

YIRP

B2 ot IE
holk ko — [F

5.3 Acao Efetiva HTL

A agao efetiva HTL (Taylor-Wong, Braaten-Pisarski) é uma acao euclidiana nao-local que

resume todos os diagramas de um loop com momentos externos moles:

ALY

oHD

s,
_ 2 4 v
SHTL = —mDTr/d :IZ'E/ A FN4(@ ) D>2F,,4,

onde v é um vetor unitario na esfera e a integracao angular implementa a média sobre os

modos duros.

A resomacao HTL é necessaria para:

e Obter a pressio de QCD corretamente até O(g?).
e Calcular taxas de transporte (viscosidade, condutividade).

e Descrever o amortecimento de Landau em plasmas relativisticos.
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Parte V

Funcao de Particao em Teoria de

Campos

A funcao de particao é o objeto central que conecta a formulacao euclidiana a termodi-
namica e & mecanica estatistica quantica. Através dela, obtém-se todas as quantidades

termodindmicas e funcoes de correlacao do sistema.

1 Funcao de Particao como Integral Funcional

1.1 Definicao Geral

A fungao de particao de uma teoria de campos a temperatura T'= 1/ é:

23)= [ Do

onde “c.c.” denota condig¢oes de contorno apropriadas:

e Campos bosonicos: periodicos em 7 com periodo [3.

e Campos fermionicos: antiperiddicos em 7 com periodo [.

1.2 Potencial Termodinamico

A energia livre de Helmholtz é:

F=-ThZ(),
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e todas as quantidades termodinamicas seguem:

_OF _ ,0F _
S = 9T = g 5 (entropia), (22)
E=F+TS = —agnﬁz (energia interna), (23)
oF <
P= ~3v (pressao), (24)
2
Cy = —ﬁzaégf) (calor especifico). (25)

1.3 Gas Ideal Bosonico

Para um campo escalar livre com massa m, a fungao de partigao fatoriza no espago de

momentos:
o0

Vv d*k 1 9 9
an__E E Z §ln(wn+wk).

n=—oo

Apos regularizagao zeta ou subtracao do vacuo:

Ak
_ —Bw
anT——V/(zﬁ)?)ln(l—e ’“)

A pressao resultante é:

InZ d*k
P=T—=— Tln(1 — e 7).
Vv /@m31* )

No limite ultra-relativistico (m = 0):

p_ 7r2T47 B 2T
90

1.4 Géas Ideal Fermionico

Para férmions de Dirac livres com massa m:

d3k Bl Bl
InZp = V/ 27)? 2 [1n(1+e Alw “)) +ln(1—|—e A ’“+“))} ,

onde o fator 2 conta spin, e 1 é o potencial quimico.
No limite m =0, u = 0:
7w

F=8790 "
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ou seja, cada grau de liberdade fermiénico contribui 7/8 do valor bosoénico.

2 Expansao Perturbativa a Temperatura Finita

2.1 Regras de Feynman Térmicas

As regras de Feynman na teoria de Matsubara sao obtidas pelas substituigoes:

dk
. [ 27T Z (soma sobre frequéncias de Matsubara).
2m -

2. Propagador: A(k) = 1/(w? + k2 + m?).
3. Vértices: idénticos aos de temperatura zero.

4. Fator global: T para cada soma sobre frequéncias.

2.2 Pressao da QCD a Temperatura Finita

Para QCD com N, cores e Ny sabores de quarks sem massa, a pressao perturbativa é:

P L, (1B, 5 16,

— - ", —
G T\ 4 8 orT

3/2 | (a2
Pidea] 47T2 ) as + (Oés>,

Onde Pideal — (NCQ I 1 + M)TA’Q’I%'

2 90
3/2
O termo as/

(ndo-analitico no acoplamento) é caracteristico de teorias de gauge a
temperatura finita e surge dos modos magnéticos infravermelhos — uma manifestacao do
problema de Linde: a teoria perturbativa em QCD quente falha na ordem ¢° devido a

divergéncias infravermelas nao-perturbativas dos modos magnéticos estaticos.

3 Transicoes de Fase

3.1 Potencial Efetivo Térmico

O potencial efetivo a temperatura finita para a teoria ¢* com quebra espontanea é:

Veff(qbw T) = VO(¢C) + Vl(gbc’ T)v
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onde Vy = —”“—22<bz + %qﬁﬁ e a contribuicao de um loop é:

4

WiouT) = 5y [ et (1 e VT
0

~ o2

A altas temperaturas:

2 2
o (AT o A
Ve (-5 + 5 )+ ot

A temperatura critica de restauragao de simetria é:

o2 2V3u
c )\ - \/T’

onde v = p1/v/\ & o valor esperado do vacuo a T = 0.

3.2 Transicao de Fase Eletrofraca

No Modelo Padrao, a transicao de fase eletrofraca ocorre a T, ~ 160 GeV. A natureza

desta transi¢ao (primeira ordem vs. crossover) depende da massa do Higgs:

e Para my < 70 GeV: transi¢ao de primeira ordem forte.

e Para mpy ~ 125 GeV (valor experimental): crossover suave (sem transicdo verda-

deira).

Isto tem implicacoes profundas para a bariogénese eletrofraca: o mecanismo
requer uma transicao de primeira ordem forte, que nao ocorre no Modelo Padrao com

myg = 125 GeV, motivando extensdes como o MSSM ou modelos com Higgs adicional.

4 Diagrama de Fases da QCD

4.1 Loop de Polyakov como Parametro de Ordem

O loop de Polyakov é a holonomia do campo de gauge na dire¢ao temporal compacti-
ficada:

B
L(f) — NiTrPexp (@'g/o dr A4(T, f)) )

onde P denota ordenagao de caminho. Seu valor esperado é:
(L) =en,
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onde [} ¢ a energia livre de um quark isolado.

(Classificacao:

e (L) = 0: fase confinada (F|, = oo, quarks nao podem ser isolados).

e (L) # 0: fase desconfinada (Fj, < 0o, quarks sao liberados).

4.2 Simetria de Centro Zy

A agdo de Yang-Mills pura (sem quarks) na formulagao euclidiana com condig¢oes perio-

dicas possui uma simetria global Zy.:

2wk 1
Ay — A _—
4 4-1—95 A

2mik/Ne

Sob esta transformacao, L — e L. O loop de Polyakov é o parametro de

ordem para a quebra espontanea de Zy,:

o T'<T. (L) =0 (simetria preservada, confinamento).

o T'>T. (L) # 0 (simetria quebrada, desconfinamento).

Para SU(3) (QCD): Z3 — transi¢ao de primeira ordem (Yang-Mills puro). Com
quarks dinamicos, a simetria de centro é explicitamente quebrada e a transicao torna-se

crossover.

4.3 Diagrama de Fases no Plano (7', up)

O diagrama de fases da QCD no plano temperatura-potencial barioquimico apresenta:

e Crossover (up ~ 0, T ~ 155 MeV): transigdo suave entre hadrons e plasma de
quarks-glions (QGP). Confirmado por lattice QCD.

e Ponto critico (u§F” ~ 300-600 MeV): fim da linha de crossover, transicio de

segunda ordem (classe de universalidade de Ising 3D). Procurado experimentalmente

no RHIC-BES e CBM-FAIR.
e Transigao de primeira ordem (up > uGF"): coexisténcia de fases, latente calor.

e Color superconductivity (7' ~ 0, up alto): Emparelhamento de quarks tipo

BCS, fase CFL ({qq) # 0).
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4.4 Condensado Quiral e Restauracao de Simetria

O condensado quiral (gg) é o parametro de ordem para a simetria quiral SU(Ny) x
SU(Nf)RI

_TOolmZ

V om,

{qa)(T)
Na formulagao euclidiana, via relacao de Banks-Casher:

onde p(A\) é a densidade espectral de autovalores do operador de Dirac euclidiano §g.

Restauragao de simetria quiral ({Gg) — 0) ocorre quando se abre um gap no espectro em
A=0.
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Parte VI

Solucoes Nao-Perturbativas: Soélitons

Solitons sao solugoes cléssicas estaticas (ou estacionarias) das equagoes de movimento de
uma teoria de campos, com energia finita e estabilidade topoldgica. No espaco euclidiano,
eles aparecem como configuracoes que minimizam a ac¢ao em setores topologicos nao-

triviais. Sua existéncia revela fendmenos que sao invisiveis a teoria de perturbacao.

1 Soélitons Topolégicos em 141 Dimensoes

1.1 O Kink

Considere a teoria ¢* com quebra espontanea de simetria em 1 + 1 dimensdes:
L= 007 - V@),  V(9)=

com minimos em ¢ = +v (vacuos degenerados). A equagao de campo estatica é:

o,
TS = V(6) = 2o(¢* =Y.

O kink é a solucao que interpola entre os dois vacuos:

o T — I _i_ 1
‘bkink(x)_vtanh( Vae ) T

onde ¢ é a largura do kink e x( é sua posi¢ao (pardmetro coletivo).
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A energia (massa) do kink é:

> 1 [(do\> /2 m?
Mkink:/ dx [5 <£> +V(¢)] :T\/_mT’

o0

que é nao-perturbativa: M o 1/, divergindo no limite de acoplamento fraco.

1.2 Carga Topologica e Estabilidade

A estabilidade do kink é garantida pela carga topologica:

L (5(400) = p(—o0)] = 1.

D

Q

Esta carga é conservada pois () é um ndmero inteiro que nao pode mudar por
deformagoes continuas de energia finita. O espago de configuragoes divide-se em setores

topologicos disjuntos:

e () = 0: setor do vacuo (perturbativo).
e () = +1: setor do kink.

e () = —1: setor do anti-kink.
A corrente topologica associada é:

Jtop = %Gwayqb, Oujtop = 0 (identicamente).

1.3 Argumento de Bogomolny (BPS)

A energia pode ser escrita como:

d¢

B 1 (do 2 do

O limite BPS é saturado quando:

d
d_¢ =42V (9) (equagao BPS de primeira ordem).
T

Solugoes que saturam o limite BPS sao automaticamente solugoes das equagoes de

Euler-Lagrange de segunda ordem, e possuem energia minima em seu setor topologico.
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2 Vortices em 2+1 Dimensoes

2.1 Modelo de Higgs Abeliano
O modelo de Higgs abeliano em 2 4 1 dimensoes é descrito por:
L= 1P 4 DygP — J(oP — 2
o4 : 4 ’

com D, = 0, — ieA,. Vortices sao solugoes com enrolamento do campo ¢ no infinito
espacial:
R .
o(r,0) =5 ve?, n € 2.

O ndmero de enrolamento n = % § df Oy arg(¢) classifica a carga topoldgica (pri-
meiro grupo de homotopia 1 (U(1)) = Z).
2.2 Fluxo Magnético Quantizado

O fluxo magnético através do vortice é quantizado:

@:/d%B:QW—”,
e

resultado puramente topologico. A energia por unidade de comprimento (tensao da string)

no limite BPS (\ = €2, ponto critico entre tipo I e tipo II) é:

£ = mv?|n.

3 Monopolos Magnéticos em 3-+1 Dimensoes

3.1 Monopolo de ’t Hooft-Polyakov

Em uma teoria de gauge SU(2) quebrada para U(1) por um campo escalar adjunto ¢®:

1 1
L= - FuF" + E(Duaﬁa)(D“Qﬁ“) - Vi(g),

com V = 3(|¢[* — v?)?, existe uma solugao de monopolo magnético com:

r—00 A r—r
Pt —— vr?, BYf —
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A carga magnética satisfaz a condicao de quantizacao de Dirac:

4
g:—ﬂn, eg =4mn, n €.
e

A massa do monopolo no limite BPS (A — 0) é:

dmv mw

Mmonopolo = )
(& aw

onde my = ev é a massa do boson W e ay = e* /4.

3.2 Classificacao Topologica

A existéncia de monopolos é garantida quando mo(G/H) # 0, onde G é o grupo de gauge
e H o subgrupo nao-quebrado. Para G = SU(2), H = U(1): m(SU(2)/U(1)) = m(S?) =
Z.

Em geral, solitons topologicos sao classificados pelos grupos de homotopia:

Kinks: 79(Myscuo) (componentes conexas do vacuo).

Vortices: T (Myseno) (lagos no vécuo).

Monopolos: 7o (M yseno) (esferas no vacuo).

Instantons: 73(G) (mapas S — G).

Skyrmions: 73(SU(Ny)) (mapas S* — grupo de sabor).

4 Skyrmions

4.1 O Modelo de Skyrme

Skyrmions sao solitons topolégicos no modelo sigma nao-linear quiral, identificados com

barions. O campo é U(z) € SU(Ny) e a agao euclidiana é:

f 1
A%:/#mﬂ?m@m@w+w

Tv([Ut,U, UTD,U])?] .

e2

O segundo termo (termo de Skyrme) é necessario para a estabilidade (teorema de

Derrick proibe solitons estaticos em 3D com apenas o termo cinético).
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4.2 Carga Barionica Topolégica

O numero barionico é a carga topologica:

1 .
b= o / dw P Te(UTOU - U'9U - UT9,U) € m3(SU(2)) = Z.
O skyrmion com B = 1 ¢é identificado com o préton/néutron, com massa

Mskyrmion ~ 6772f7r/€ ~ 1 GeV.

5 Defeitos Topolégicos Cosmolégicos

5.1 Cordas Coésmicas

Quando uma simetria U(1) é quebrada (m(U(1)) = Z), formam-se cordas cosmicas —
vortices que se estendem ao longo de uma dimensao espacial. No espaco euclidiano, sua
contribuicdo & funcao de particao é controlada pela tensao p = mv?. A métrica ao redor

de uma corda cosmica é conica com déficit angular Af = 87 Gp.
5.2 Paredes de Dominio
Quando uma simetria discreta é quebrada (my # 0), formam-se paredes de dominio —

superficies 2D interpolando entre vacuos distintos. Na teoria ¢* com Z,, a parede é

2v2m?
I

simplesmente o kink estendido a 3D com tensao superficial o = 1

5.3 Texturas e Monopodlos Cosmologicos

O mecanismo de Kibble (1976) prevé a formacao de defeitos topologicos em transigoes de
fase cosmologicas. A densidade de defeitos é controlada pelo comprimento de correlacao

¢ no momento da transicao, calculavel pela dinamica euclidiana da teoria de campos.

6 Dualidade Séliton-Particula

6.1 Dualidade de Montonen-Olive
Em N = 4 super-Yang-Mills, a dualidade forte-fraco troca:

e Particulas elementares (carga elétrica e) <> monopolos magnéticos (carga 4m/e).
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e Bosons W <+ monopolos de 't Hooft-Polyakov.

e Acoplamento: g — 47/g.

Na formulacao euclidiana, esta dualidade mapeia configuragoes perturbativas em

sOlitons e vice-versa, unificando os setores perturbativo e nao-perturbativo da teoria.
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Parte VII

Instantons

Instantons sao solugoes cléassicas das equacoes de movimento euclidianas que sao localiza-
das tanto no espaco quanto no tempo euclidiano. Representam processos de tunelamento
quantico entre vacuos topologicamente inequivalentes e constituem o exemplo paradig-
mético de efeitos nao-perturbativos em teoria de campos. Sua descoberta por Belavin,
Polyakov, Schwartz e Tyupkin (BPST, 1975) revolucionou a compreensao da estrutura do

vacuo em teorias de gauge.

1 Instantons em Mecanica Quantica

1.1 Duplo Poco de Potencial

Considere uma particula em um potencial de duplo pogo V' (z) = %(12 —a?)%. Na formu-

lacao euclidiana, a equagao de movimento é:

d*x ,
i Vix),

que equivale ao movimento em um potencial invertido —V (z).

A solucao de instanton conectando os dois minimos = = +a é:

xinst<7—> = atanh (M) , w = CL\/ﬁ,

com acgao euclidiana:

[, 2w 2v/2a3N12
SO—/_ dr {556 —|—V(x)} =5y = 3 :

o0
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Potencial Min&owskian V(z) Potencial Euclidiano —V ()

—a “+a

instanton

Figura 6: Esquerda: potencial de duplo poco V(z) = 2(2? — a

1 com barreira cléssica
entre os minimos +a. Direita: na formulagao euclidiana, a equacao de movimento corres-
ponde ao potencial invertido —V (x), onde a “particula” pode rolar classicamente de —a

até +a — esta trajetoria é o instanton, descrevendo o tunelamento quantico.

2)2

1.2 Tunelamento e Desdobramento de Energia

A amplitude de tunelamento entre os estados |—a) e |[4+a) ¢ dominada pela contribui¢ao
do instanton:
(+ale™ | —a) ~ Ke™ (T — o),

onde K inclui flutuagdes quanticas (determinante funcional). O desdobramento de energia
resultante é:
AE =E; — Eyox<e™™,

exponencialmente pequeno — invisivel a qualquer ordem da teoria de perturbacao.
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A aproximacao do géas diluido de instantons da:

Sy 1/2
AFE = 2hw | — g0/l
2wh

2 Instantons de Yang-Mills (BPST)

2.1 Configuragoes Auto-duais
No espaco euclidiano R*, define-se o dual de Hodge do tensor de campo:

~ 1

F,LLV = §€w/pUFpU'

A acao de Yang-Mills pode ser decomposta como:

1 1 - -
SEZZ/d‘ixF,fVF:V:g/d“x |(FF F)? +2FF|.

Como (F F F)? > 0, obtemos o limite de Bogomolny:

1 -
SEEZ‘/d“xF“ e

puvs py

872
= ?’@

onde @ é a carga topologica (nimero de Pontryagin):

3272 i

g’ -
Q / d'z F* F° € 7.

O limite ¢ saturado para configuragoes auto-duais (instantons) ou anti-auto-
duais (anti-instantons):
=+F

pve

2.2 Solucao BPST Explicita
Para SU(2) com @ = 1, a solugdo de instanton no gauge singular é:

2 n,(r —10),
An(g) = = IO
W(@) g (v —x0)? + p?

onde 77, sdo os simbolos de 't Hooft (que combinam as matrizes de Pauli com a estrutura

euclidiana) e p é o tamanho do instanton.
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No gauge regular:

. 2 1 (x — x0)y (v — @0)°
Al(z) = = e
g(x—20)2+p* (x—20)%+p

Os simbolos de ’t Hooft 7y, e 73, satisfazem:

e I (26)
ﬁzy — Eauu4 _ 5(m5y4 + (5“”5“4. (27)

2.3 Parametros do Instanton (Espacgo de Modulos)
O instanton BPST com @ = 1 em SU(2) possui 8 parametros (modulos):
e zf: 4 parAmetros de posi¢ao (centro do instanton).

e p: 1 parametro de escala (tamanho).

e 3 orientagoes no grupo SU(2) (rotagoes de gauge globais).

Para SU(N) com carga @, o espa¢o de modulos tem dimensao 4N Q.

A agao do instanton é independente de todos os modulos:

872

Sinstanton = _2|Q‘
g

3 Estrutura do VAcuo: o Vacuo 6

3.1 Vacuos Topologicos

Em teoria de gauge pura SU(N), existem infinitos vacuos topologicos |n) (n € Z), clas-
sificados pelo nimero de enrolamento (winding number) da transformagao de gauge no
infinito espacial: m3(SU(N)) = Z.

Os instantons mediam transi¢coes entre esses vAcuos:

(n+ Qle "T|n) o e~ 871",
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3.2 O Estado 6-vacuo

O verdadeiro vacuo da teoria ¢ uma superposi¢ao de Bloch:

o0

0)= > e )

n=—oo

onde 6 € [0, 27) é um parametro livre da teoria (anilogo ao quasi-momento em um cristal).
A agao efetiva no vacuo 6 inclui o termo topolégico:

2

. 1 a va a Truva
Sur = Sy +i0Q = / d'e [ZFWF“ oI _po fu

3272 M

3.3 O Problema CP Forte

O termo 6 viola CP (conjugacao de carga + paridade). Em QCD, isto induziria um

momento de dipolo elétrico do néutron:

d, ~36x10%0¢e-cm.

O limite experimental |d,| < 1.8 X 10720 ¢ - cm implica:

e < 10710,

Por que 6 é tao pequeno? Este é o problema CP forte, uma das questoes abertas

mais importantes da fisica de particulas. Solugoes propostas incluem:

e Mecanismo de Peccei-Quinn: Uma simetria U(1)pg adicional torna 6 dindmico.

Sua quebra espontanea produz o axion, um pseudoscalar leve que relaxa €4 — 0.

e Massa nula do quark up: Se m,, = 0, o parametro 6 seria fisicamente irrelevante

(rotavel por uma transformagao quiral).

e Solucao de Nelson-Barr: CP é uma simetria exata quebrada espontaneamente,

com # naturalmente pequeno.
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4 Determinante Funcional e Flutuacoes

4.1 Aproximagao Semiclassica

A contribuicdo de um setor de instanton tnico a funcao de particao é:

d 27/.2
ZQ:1 ~ /d4x0/p_§c(p) 6—871' /9 ,

onde a integragao é sobre os modulos e C'(p) inclui o determinante funcional das flutuagoes

quanticas ao redor do instanton.
O célculo de 't Hooft (1976) fornece, para SU(2):
26 7872\ a
Clp) = = (?) e (up)"™,

onde by = 11N,./3 — 2Ny /3 é o coeficiente da funcao beta (liberdade assintotica) e p é a

escala de renormalizagao.

4.2 Problema da Escala e Gas de Instantons

A integracao sobre p apresenta uma divergéncia infravermelha para p — oo (instantons
grandes). Isto indica que o tratamento semicléassico diluido falha e efeitos coletivos (inte-

ragoes entre instantons) tornam-se importantes.

O modelo do liquido de instantons (Shuryak, Diakonov-Petrov) trata o ensemble

de instantons com:

Densidade: n ~ 1 fm™%.

Tamanho médio: p~ 1/3 fm.

Fator de empacotamento: np* ~ 0.01 (diluido).

Este modelo reproduz com sucesso:

Quebra espontanea da simetria quiral.

Condensado de quarks (gq).

Massa do méson 7' (resolugao do problema U(1),4).
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5 Calorons: Instantons a Temperatura Finita

5.1 Definicao

Calorons sao solugoes auto-duais (F' = F ) da teoria de Yang-Mills euclidiana no espago
SH(B) x R?® (temperatura finita). Sdo instantons com periodicidade na dire¢do temporal

compactificada.

5.2 Caloron de Harrington-Shepard

Para SU(2) com loop de Polyakov trivial no infinito (L., = 1), o caloron de Harrington-
Shepard (1978) é:
2
HS _ ABPST _ % a
A,u - A,u o - _77;“/81/ In (bHSv
periodico

_ ™ sinh(27r/B)
com (bHS =1+ ,8_p’r‘COSh(27T’I”/,B)7COS(2ﬂ'T/,B)'

No limite p < f3: reduz-se ao instanton BPST usual. No limite p > (: estende-se

sobre toda a extensao temporal.

5.3 Calorons de Kraan-van Baal-Lee-Lu (KvBLL)

Para loop de Polyakov nao-trivial L., # +1, os calorons se dissociam em monopolos

constituintes (1998). Para SU(NN) com N autovalores distintos do loop de Polyakov:

e Cada caloron com () = 1 consiste de N monopolos de tipo BPS.
e As massas dos monopolos sao proporcionais as diferencas dos autovalores de L.

e Quando o loop de Polyakov é confinante (L., = 0), os monopolos tém massas iguais.

5.4 Confinamento via Calorons
O mecanismo proposto para confinamento via calorons:

1. A altas temperaturas: calorons sao “moléculas” de monopolos ligados.

2. Na transicao de desconfinamento: calorons se dissociam em monopolos constituintes

livres.

3. A baixas temperaturas: o condensado de monopolos gera confinamento dual (me-

canismo de 't Hooft).
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6 Instantons Fracionarios e Resurgéncia

6.1 Instantons Fracionarios

Em teorias com compactificagao (como R? x S com condigoes periodicas twisted), podem

existir solucoes com agao fracionaria:

B 872

=N (instanton fracionario em SU(N) em R?® x S*),
g

ou seja, 1/N da ac@o do instanton completo. Estes objetos (bions, monopole-instantons)

sao controlaveis semiclassicamente quando L = SAgep < 1.

6.2 Resurgéncia e Teoria Transseriada

A teoria de resurgéncia (Ecalle) conecta:

e Divergéncia da série perturbativa (renormalons).

e Contribuigoes nao-perturbativas (instantons, bions).

e Ambiguidades imaginérias de Borel ~ e=¢%.
A trans-série completa:
F(g) = ang™ +01e7/% N "b,g?" + 07e 20/ " g 4
n=0 n=0 n=0

¢ auto-consistente: as ambiguidades da ressomacao de Borel da série perturbativa sao can-
celadas exatamente pelas contribuigoes de instantons, garantindo que observaveis fisicos

sao reais e nao-ambiguos.
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Parte VIII

Aplicacoes Avancadas e Topicos

Modernos

A formulacao euclidiana nao é apenas um truque de calculo — ela é a base de desenvolvi-
mentos modernos que vao desde simulagdes numéricas (lattice QCD) até resultados exatos
em teorias supersimétricas, passando por conexoes profundas com topologia e geometria

diferencial.

1 Teoria de Campos na Rede (Lattice QFT)

1.1 Discretizacao Euclidiana

A formulagao euclidiana é essencial para simula¢oes numéricas de Monte Carlo. O espaco-

tempo continuo é substituido por uma rede hiperciibica com espacamento a:

T, = n,a, n, €4, p=1,2734.

Para campos escalares, a acao euclidiana discretizada é:

n+p T n2 m2 A
S}lgt:azlz Z(¢+u ¢) +7¢i+ﬂ¢i

2a2
n 1

1.2 Acao de Wilson para Gauge
Para campos de gauge, Wilson (1974) introduziu as variaveis de link:
U(n) = exp (igad,(n + 1/2)) € SU(N),
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e a acao de plaqueta:

Sw=8>_ (1 - %ReTr Uw,(n))

plaq

onde U, = U,(n)U,(n+ @)Uf(n + 2)Ul(n) & a plaqueta e § = 2N/g>.

No limite continuo a — 0:

1
Sw — Z/d“a; Fe Fe + O(a?).

vt opy

1.3 Férmions na Rede

A discretizagao de férmions na rede apresenta o problema dos dobradores (doublers):

a agao ingénua produz 2¢ férmions em vez de um (teorema de Nielsen-Ninomiya).

Solugoes:

e Férmions de Wilson: Adiciona um termo que da massa ~ 1/a aos dobradores,

quebrando a simetria quiral.

e Férmions staggered (Kogut-Susskind): Distribui os componentes do spinor

pelos sitios da rede, reduzindo (mas nao eliminando) os dobradores.

e Férmions de dominio (Kaplan): Usa uma dimensao extra com uma parede de

dominio; férmions quirais vivem na parede.

e Férmions overlap (Neuberger): Satisfaz exatamente a relagdo de Ginsparg-
Wilson {75, D} = aD~;D, preservando uma simetria quiral modificada.
1.4 Monte Carlo e Importancia Sampling

A positividade de e~ permite usar métodos de Monte Carlo:

_JDUOU]eSwIE
<O> - IDU e—SwlU] ~ Neont ;

onde {U;} sdo configuragoes geradas com peso o< e~*W (importance sampling via algorit-

mos como Metropolis ou Hybrid Monte Carlo).
Resultados notaveis de lattice QCD:
e Espectro de hadrons com precisao de ~ 1%.

e Confinamento de quarks (potencial linear V' (r) ~ or).
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e Transicao de desconfinamento a T, ~ 155 MeV.
e Elementos de matriz CKM.

e Constante de decaimento do pion f.

2 Anomalias e o Teorema de Indice de Atiyah-Singer

2.1 Anomalia Quiral e Instantons

Na presenca de um instanton com carga (), o operador de Dirac possui modos zero quirais.

O teorema do indice de Atiyah-Singer garante:

ind(P) =ny —n_=0Q

onde n4 é o nimero de modos zero de quiralidade +. Este resultado topolégico conecta:

2 ~
e A anomalia quiral 0,55 = glﬁi\:{ FF.

e A violagdo do nimero fermiénico por instantons (processo de 't Hooft).

e A massa do 1’ (resolucao do problema U(1)4).

2.2 Interacao de ’t Hooft

Na presenca de um instanton em QCD com Ny sabores, 't Hooft mostrou que surge uma

interacao efetiva de 2Ny férmions:
Lot toofe o €57/ dig}t((?Rz'QLj) +h.c.,

que viola a simetria U(1)4 (explicando m,y > m;,) mas preserva SU(Ny) x SU(Ny)g.
Para Ny = 2:

Lo Hooft X (ﬁRuL)(JRdL) - (aRdL)(CZRUL)a

uma interacao de quatro férmions que contribui para a quebra espontanea da simetria

quiral.
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3 Teoria de Campos Euclidiana e Supersimetria

3.1 Localizagao

Em teorias supersimétricas, a integral funcional euclidiana pode ser calculada exata-
mente pelo método de localizagao: a integral reduz-se a uma integral sobre o espaco de

modulos dos pontos fixos da supersimetria.

O prepotencial de Seiberg-Witten para N/ = 2 SU(2) foi derivado usando estas

técnicas, e a funcao de particao de Nekrasov fornece a expressao exata:
ZNek(Ela €2, CL) = Zpert : Zinst7

onde L, = Zzozo ¢"Z, é uma soma sobre setores de instanton.

3.2 Instantons e Dualidade

A dualidade elétrico-magnética de Montonen-Olive em N = 4 super-Yang-Mills troca:

0 471 1
+— =

trocando acoplamento forte e fraco, e monopolos com cargas elétricas. A ac¢ao do instanton
S = 8712 /g* transforma-se em S’ = 87%¢g?/(47)?, mapeando efeitos nao-perturbativos em

perturbativos e vice-versa.

4 Condensacao de Bose-Einstein via QFT Euclidiana

4.1 Formulacao

Para um gés de bosons com potencial quimico p, a agao euclidiana com rotagao U(1) é:
g 3 * 1 2 9 .4
Sp= [ dr [ & |00 = wo+ 5|V + Lol
0 m 2

A condensagao ocorre quando p — m (limite ndo-relativistico) e (¢) # 0, que-

brando espontaneamente a simetria U(1) global. A densidade do condensado é:

no = r<¢>\2:§.
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4.2 Modo de Goldstone e Superfluidez

A quebra de U(1) produz um modo de Goldstone (o fénon) com relacao de dispersao
linear:
- n
w = clk|, Cs = 109 (velocidade do som).
m
Na formulagao euclidiana, o modo de Goldstone manifesta-se como a direcao de
curvatura zero no potencial efetivo, e a superfluidez ¢ descrita pela rigidez de fase (phase

stiffness) do campo de ordem.

5 Grupo de Renormalizagao Funcional (FRG)

5.1 Equagao de Wetterhaus (Exact RG)

O grupo de renormalizagao funcional é uma formulacao nao-perturbativa do RG baseada
na agao efetiva média I'y[¢] — uma interpolagao entre a agao classica (k = A) e a agdo

efetiva completa (k = 0):

OuT[0] = %Tr

O R
2 [¢] + Ri

onde Ry(¢*) é um regulador infravermelho que suprime modos com |q| < k, e F,(f) =

6°T/0¢d¢ é a segunda derivada funcional.

5.2 Propriedades

e Equacao exata (nao-perturbativa) — equivalente & integral funcional completa.

Estrutura de um loop (o trago é sobre momentos e indices internos).

O regulador Rj; implementa a integracao de Wilson shell-por-shell no espago de

momentos euclidiano.

Requer truncagdes para ser resolvida na pratica (expansao em derivadas, expansao

do potencial).

5.3 Aplicacoes
O FRG euclidiano tem sido aplicado com sucesso a:
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QCD a temperatura finita: localizagao do ponto critico.

Gravitagdo quéntica assintoticamente segura (asymptotic safety de Weinberg-
Reuter).

Fisica de matéria condensada: transicao BKT, superfluidez.

Expoentes criticos com precisao competitiva ao bootstrap conforme.

6 Formalismo Worldline Euclidiano

6.1 Representacao de Tempo Proéprio

O formalismo worldline (Strassler, Schubert) reformula loops quanticos como integrais
sobre trajetérias de particulas no espaco euclidiano. A agao efetiva de um loop escalar

em background de gauge é:

F(l) _ _1 /OO g 6—m2T% DJZ(T) - foT dT[%-l—iga’c-A(z)]7
2)o T (T)=2(0)

onde T' é o tempo proprio e a integral de caminho é sobre loops fechados no espaco
euclidiano 4D.
6.2 Producao de Pares de Schwinger

A taxa de producao de pares ete” por campo elétrico constante E é calculada pelo

instanton worldline — um loop circular no plano (7, z) euclidiano:

(eE)? X 1 nrm?
FSchwinger = —871'3 Z ﬁ exXp | — ok .
1

O instanton circular tem raio R = m/(eE) e agdao S,, = nmm?/(eE) — a supressao
exponencial reflete o tunelamento através da barreira de energia 2m. A interpretacao
geométrica deste instanton como efeito analogo a Hawking/Unruh é desenvolvida na Parte
X (Segao sobre Outros Efeitos da Rotagao de Wick).

92



7 Machine Learning e QFT Euclidiana na Rede

7.1 Redes Neurais para Geragao de Configuracoes

A positividade de e™%F permite usar técnicas de machine learning generativo para amos-

trar configuragoes de gauge na rede:

e Normalizing flows: Transformagoes invertiveis que mapeiam uma distribuicao

Sg

simples (gaussiana) na distribui¢do de Boltzmann o e™#. Eliminam autocorrela-

goes e critical slowing down.

e Redes equivariantes: Arquiteturas que respeitam simetrias de gauge por cons-

trucao.

7.2 Problemas do Sinal e Deformacao de Contorno

Para QCD a p # 0, onde e é complexo, métodos de deformagao de contorno (thim-
bles de Lefschetz) no espago de campos complexificado podem restaurar a positividade
efetiva. A ideia: deformar a integracio de RY para uma variedade M C C» onde Im(Sg)

¢ constante (thimble).
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Parte IX

Decaimento do Falso Vacuo e Bounces

Euclidianos

O decaimento do falso vacuo é um fenémeno intrinsecamente nao-perturbativo onde um
estado metaestavel transiciona para o verdadeiro vacuo via tunelamento quantico. Na
formulacao euclidiana, este processo é descrito por solugoes de ponto de sela chamadas

bounces, cuja acao determina a taxa de decaimento.

1 O Bounce de Coleman

1.1 Configuragcao do Problema

Considere um campo escalar com potencial V' (¢) possuindo um minimo local (falso vacuo)

em ¢, e um minimo global (verdadeiro vacuo) em ¢_, com V (¢, ) > V(p_).

A taxa de decaimento por unidade de volume é (Coleman, 1977):

r -B
v = Ae B/M1 4+ O(h)]

onde B = Sg[¢y] — Sglo] é a diferenca de agao euclidiana entre o bounce ¢, e o falso

vacuo, e A é um prefator determinado por flutuagoes quanticas.

94



1.2 Equagao do Bounce

O bounce é uma solu¢ao O(4)-simétrica das equagdes de campo euclidianas. Com o ansatz

¢ = ¢(r) onde r = |zp| = V72 + 72
P, 3dy AV
dr?2 = rdr  do’
com condigoes de contorno:

d¢

dr - = 07 ¢(7ﬂ - OO) - ¢+'

A equagao é analoga ao movimento de uma “particula” em potencial —V'(¢) com
“atrito” dependente do tempo 3/r — o bounce corresponde a particula que parte de algum

¢o em r = 0 e chega a ¢, em r = o0.

1.3 Teorema de Coleman

Teorema: O bounce com menor agdo (dominante) possui simetria O(4): ¢ = ¢(|xgl).

Demonstragao (esbogo): Qualquer solugao ¢ pode ser rearranjada em uma
solugao O(4)-simétrica ¢* com Sg[¢p*] < Sg[¢] (rearranjo simétrico de Steiner), anilogo a

prova de que a esfera minimiza a area para volume dado.

1.4 Aproximagao de Parede Fina (Thin-Wall)

Quando € = V(¢,) — V(¢_) < barreira de potencial, o bounce tem a forma de uma

“bolha” com raio R grande e parede fina:

O r<R
ou(r) = < transicdo rapida r~ R

o r>R

A agado do bounce é:
2

B = Spls] — Splé:] = 2w Rio — -R'e,
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onde o = (fj dp+/2(V — V) é a tensao superficial da parede. Minimizando em R:

2 2 4
R:3—U, B Tmeo

€ 23

v, Potencial V(¢) Bounge ¢(r)

(falso)

O+

erdadeiro
-~ vacuo

L€

[ 7255

b (Verdadeirjzj

Figura 7: Esquerda: potencial V(¢) com falso vacuo ¢ (metaestéavel) e verdadeiro vacuo
¢_ (minimo global), separados por energia e. Direita: perfil radial do bounce euclidiano
op(r). O bounce interpola entre o verdadeiro vacuo no interior (r < R) e o falso vacuo no
exterior (r > R), com transigao concentrada em uma “parede” de espessura ~ & ao redor
de r = R.

1.5 Interpretagao Fisica

O bounce euclidiano descreve a nucleacao de uma bolha de verdadeiro vacuo dentro do

falso vacuo:

e A segao em 7 = 0 do bounce da a configuragdo no momento da nucleagao.

e A evolugdo subsequente (continuando para tempo real) descreve a expansdo da
bolha.

e A bolha nucleia com raio R e expande acelerando até v — c.

1.6 Prefator e Modo Negativo
O prefator A envolve:

det'(—0% + V"(¢n)) |
det(—0? + V"(¢4)) ’

(2

onde det’ omite os 4 modos zero (translagoes) e o modo negativo (dilatagdo). O modo

negativo produz o fator ¢ que gera a parte imaginaria da energia — a taxa de decaimento.
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2 Bounce Gravitacional (Coleman-De Luccia)

2.1 Acao com Gravidade

Quando a gravidade é incluida, a agao euclidiana relevante é:

1

1
Sp =15 [ doVI(R—20) + / d*z\/g [ag‘“’am@u(ﬁ + V(cb)} + Sany;

onde Sguy € o termo de fronteira de Gibbons-Hawking-York.

O bounce gravitacional existe quando:

R*\ !
BCDL = BColeman ' (1 - _) )

onde lg5 = /3/A é o raio de de Sitter. Para R — 2{45, a agao diverge e o decaimento é

suprimido — o falso vacuo de Sitter pode ser absolutamente estavel gravitacionalmente.

2.2 Aplicagcoes Cosmolégicas

e Paisagem de cordas: O multiverso eterno via nucleagao de bolhas de Coleman-De

Luccia entre vacuos da paisagem.

e Estabilidade do vacuo eletrofraco: Com my = 125 GeV e m; = 173 GeV, o
potencial do Higgs pode desenvolver um segundo minimo a ¢ ~ 101° GeV. O tempo

de vida do vécuo eletrofraco excede a idade do universo: 7 ~ 10%%° anos.

e Inflagao eterna: Transicoes entre vacuos de energia cosmologica diferente nucleiam

bolhas cujos interiores sdo universos abertos (Coleman-De Luccia).

97



Parte X

Gravitacao Euclidiana e

Termodinamica de Buracos Negros

A formulacao euclidiana da gravitacao revela conexdes profundas entre geometria, ter-
modindmica e teoria quéntica. A temperatura de Hawking, a entropia de Bekenstein-
Hawking e transi¢oes de fase gravitacionais emergem naturalmente da analise de solugoes
euclidianas da relatividade geral. Nesta parte, demonstramos como o efeito Unruh (tem-
peratura da aceleracao), o efeito Hawking (temperatura de buracos negros) e o efeito
Gibbons-Hawking (temperatura cosmolégica) sdo todos manifestagoes do mesmo me-
canismo geométrico: a exigéncia de regularidade euclidiana no horizonte impoée periodi-

cidade temporal e, portanto, uma temperatura.

1 Acao Gravitacional Euclidiana

1.1 Acao de Einstein-Hilbert Euclidiana

Apos rotagao de Wick, a acao gravitacional com termo de fronteira é:

1 1
gerav — __— [ g R—2A) — —— Pavh K,
E 167TG M x\/g ( ) 87TG OM *
onde K é a curvatura extrinseca da fronteira e h a métrica induzida. O termo de fronteira

(Gibbons-Hawking-York) é necessario para um problema variacional bem-posto.

Nota sobre sinal: Em gravitacao euclidiana, a a¢ao nao é limitada inferiormente
(o modo conforme g, — €**g,, pode fazer Sp — —oc0). Isto é o problema do fator
conforme — a integral funcional [ Dy eF ¢ formalmente divergente. Tratamentos

incluem: rotagao do contorno conforme (Gibbons-Hawking-Perry) ou restringir a integral
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a geometrias com curvatura positiva.

2 Temperatura de Hawking pela Periodicidade Eucli-

diana

2.1 Meétodo de Gibbons-Hawking

A métrica de Schwarzschild em coordenadas euclidianas (t = —i7):
2G M 2GM\
dsy, = (1 _ ) dr® + (1 _ 2% ) dr® + r2dQ?.
r r

Proximo ao horizonte r = 2GM + € (com € — 0), expandindo:

€ , 2GM 9 32
QGMdT —|——6 de” + (2GM)=dQ=.

2 ~~
dsp ~

Com a mudanca p = 2v2GMe:

2
2 p 2 2 2 192
dsy, ~ —(4GM)2dT + dp” 4+ (2GM)*dQ*.

A parte (p,7) é plana em coordenadas polares se e somente se 7 tem periodo:

1 1 he3

p=8nG = H= 37 8:GM _ 8nGMky

Caso contrario, ha uma singularidade conica em p = 0 (horizonte), tornando a
geometria singular. A regularidade da geometria euclidiana exige a periodicidade

f =1/Tyg — a temperatura de Hawking emerge puramente da geometria.

2.2 Generalizacao

Para um buraco negro genérico com gravidade superficial £ no horizonte:

K 1d 1
Ty = —— = lim =~ (gy) - ——.
L Y Y

Exemplos:
e Schwarzschild: Ty = 1/(87GM).
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Periodo correto: g =8rGM Periodo incorreto: (§ # 8nGM

r
T~T+f

V' suave

horizonte r = 2GM singularidade conica

Figura 8: Geometria euclidiana de Schwarzschild. FEsquerda: com o periodo correto
B = 8nGM, a geometria é suave no horizonte (topologia de “cigarro” R? x S?). Direita:
com periodo incorreto, surge uma singularidade conica no horizonte — um defeito angular
A6 # 0 que corresponde a uma distribui¢ao de curvatura singular (corda cosmica). A
exigéncia de regularidade fixa univocamente a temperatura Ty = 1/(87GM).

e Reissner-Nordstrom: Ty = (ry —r_)/(4nr?).
o Kerr: Ty = (rp —r_)/(4n(r2 + a?)).

o Schwarzschild-AdS: Ty = (3r3 /0* + 1) /(47ry).

3 Efeito Unruh: Temperatura da Aceleracao

O efeito Unruh (1976) demonstra que um observador uniformemente acelerado no vacuo
de Minkowski percebe um banho térmico de particulas. Na formulagao euclidiana, este
efeito emerge naturalmente da geometria do espago de Rindler apés rotagao de Wick

— revelando uma profunda unificagao entre aceleragao, horizonte e temperatura.

3.1 Espaco de Rindler e o Horizonte de Aceleragao

Um observador com aceleracao propria constante a em Minkowski segue a trajetoria hi-
perbolica:

1 1
x(1y) = o cosh(ar,), t(1p) = . sinh(a7,),

onde 7, ¢ o tempo proprio. A regido do espago-tempo acessivel a este observador (cunha

de Rindler direita, x > |t|) é parametrizada pelas coordenadas de Rindler (7, &):

t = ¢sinh(an), x = £ cosh(an),

100



com meétrica:

ds* = a®Edn? — d&* — dy* — d22.

O horizonte de Rindler £ = 0 (z = |t|) é uma superficie nula que limita a regiao

causal do observador acelerado — ele nunca pode receber sinais de x < |t|.

3.2 Rotagao de Wick no Espaco de Rindler
Aplicando a rotagao de Wick n — —if (onde n é o “tempo” de Rindler):
dsp = a’&d6” + d&* + dy” + d=*.
A parte (&,60) é um espago plano em coordenadas polares:

ds% = dp?® + p*d6® + dy* + d2*, p = af.

A regularidade em p = 0 (o horizonte euclidiano) exige que 6 seja periodico com
periodo 2m:
0~ 0+ 2m.

Mas 6 é o tempo euclidiano de Rindler, relacionado ao tempo euclidiano de Min-
kowski por Ty = £ - af. Para o observador em £ = 1/a, o periodo de seu tempo proprio

euclidiano é:

Portanto, a temperatura de Unruh é:

a ha
T = — =
v 21 27TC]€B

3.3 Interpretacao Fisica do Efeito Unruh

O efeito Unruh tem multiplas interpretacoes complementares:

1. Via periodicidade euclidiana: O vacuo de Minkowski |0,/), quando restrito
a cunha de Rindler e tracado sobre a cunha complementar, produz um estado térmico
com temperatura Ty = a/(27). Geometricamente, a periodicidade do tempo euclidiano

de Rindler é a causa.

2. Via transformacao de Bogoliubov: Os modos positivos e negativos de Min-
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Minkowski: Cl%nha de Rindler Euclidiano: Disco polar

N 7 ;
N n — —if
trrarcesstvet 7. Cupha R—~> T =——
e
, .
4 N
e
4
4
4
e
e
4
e
4
e
e
4
e
e
Tr=—

O0~0+2r=T= -

Figura 9: Esquerda: cunha de Rindler no espago de Minkowski — a regiao « > || acessivel
ao observador acelerado, com horizonte nas linhas x = 4t¢. Direita: apods rotacao de
Wick, a cunha torna-se o plano euclidiano em coordenadas polares (p, ). A regularidade
na origem (p = 0, horizonte) exige periodicidade 6 ~ 6 + 27, implicando temperatura
Ty =a/(2m).

kowski misturam-se ao serem expressos em termos dos modos de Rindler, com coeficientes

de Bogoliubov que produzem um espectro planckiano:

1 1

Rindler _ _
<OM|Nw ‘OM> - 627rw/a _ 1 - €w/TU J— 1

3. Via estado termofield double: O vicuo de Minkowski pode ser escrito como

um estado emaranhado entre as cunhas esquerda (L) e direita (R):
1 ~En/2
0ar) = 7z > e B Rin) L @ g,

onde 8 = 27 /a. Tragar sobre L produz o estado térmico em R — o emaranhamento entre

regioes causalmente desconectadas manifesta-se como temperatura.

3.4 Valores Numéricos e Observabilidade

Para aceleragoes acessiveis em laboratorio, o efeito é extremamente pequeno:

ha a
Ty = ~4x 1078 K- .
v 2mckp % (1 m/sQ)

Uma temperatura de 1 K requer a ~ 2.5 x 10*° m/s?. Propostas experimentais
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incluem:

e Elétrons ultrarelativisticos em aceleradores (efeito sobre spin/polarizagao).
e Anélogos em condensados de Bose-Einstein e circuitos supercondutores.

e Radiagao de espelhos acelerados (efeito Casimir dindmico).

3.5 Unificagao: Unruh, Hawking e Gibbons-Hawking

Os trés efeitos compartilham a mesma estrutura euclidiana — a exigéncia de regularidade

no horizonte fixa a periodicidade e portanto a temperatura:

Efeito Horizonte Gravidade superficial | Temperatura
Unruh Rindler (z = |t]) K=a T =a/(2n)

Hawking Schwarzschild (r = 2GM) k=1/(4GM) T=1/(87GM)
Gibbons-Hawking de Sitter (r = () k=1/l T =1/(2n¢)
Kerr Rotante (r =) K= % T =k/(27)

Tabela 3: Unificacao dos efeitos térmicos via periodicidade euclidiana. Em todos os casos,
a temperatura é T' = r/(27), onde k é a gravidade superficial do horizonte correspondente.

4 Efeito Gibbons-Hawking: Temperatura do Espaco de
Sitter

4.1 Espaco de Sitter Euclidiano

O espago de Sitter (constante cosmologica positiva A > 0) possui um horizonte cosmolo-
gico a distancia £ = y/3/A. A métrica estatica de de Sitter:

-1
ds® = <1 — T—2> dt® — (1 — ﬁ) dr? — r2d?
N 02 12 ’

apos rotagao de Wick ¢ — —i7, apresenta a mesma estrutura que Schwarzschild proximo

ao horizonte. A regularidade em r = £ exige:

1 1 /A
T am = GH = 9n0 ~ on 3

A geometria euclidiana de de Sitter é uma 4-esfera S* de raio ¢ — uma variedade

compacta e suave. Isto contrasta com Schwarzschild euclidiano (nao-compacto, R? x S?).
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4.2 TImplicagoes Cosmologicas

A temperatura de Gibbons-Hawking implica que um observador em expansao de Sitter
(inflagdo, energia escura) percebe um banho térmico isotropico. Com o valor atual da

constante cosmologica:
TEi ~ 2.4 x 107 K,

completamente inobservavel, mas conceitualmente fundamental para a termodinamica do

horizonte cosmoloégico e o problema da entropia de de Sitter:

SdS _ Ahorizonte o 3T ~ 10122.

4G AG
5 Outros Efeitos Fisicos da Rotacao de Wick

5.1 Efeito Schwinger como Instanton Euclidiano

A producao de pares elétron-positron por um campo elétrico forte (efeito Schwinger, 1951)
¢ um efeito de tunelamento descrito por um instanton no espago euclidiano. O “worldline

instanton” é um loop circular no plano euclidiano (7, z):

: m
7(0) = Rsino, z(o) = Rcoso, R = ok

A acgao euclidiana deste loop circular é:

Tm?

eE’

Sp=mR? - eE =

e a taxa de produgao de pares é:

2

™m
[oce ™8 = — :
x e exp< - )

A interpretacao geométrica é elegante: no campo elétrico, o gap de energia 2m

« S ‘ : P 13
corresponde a uma “barreira” que a particula virtual deve tunelar. No espaco euclidiano,
o tunelamento ¢ uma trajetoria classica — o circulo de raio R = m/(eE). O campo

elétrico “encolhe” o instanton, tornando o tunelamento mais provavel.
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5.2 Efeito Casimir Dinamico e Espelhos Acelerados

Um espelho perfeitamente refletor em acelera¢ao nao-uniforme emite fétons (efeito Casimir

dinamico). Na formulagao euclidiana:

e A trajetoria do espelho define uma fronteira no espago euclidiano.
e As condigoes de contorno modificam o espectro do operador (—A + m?).

e A diferenga entre determinantes funcionais (com e sem espelho) produz a taxa de

emissao.

e Para aceleragao uniforme, o espectro emitido é térmico com 7' = a/(2mw) — consis-

tente com Unruh.

O espelho acelerado é um “analogo” do buraco negro em 1+1 dimensoes: um
espelho que comeca em repouso e acelera até a velocidade da luz simula a formagao de
um buraco negro, com o fluxo de radiacao emitida reproduzindo exatamente a radiacao

de Hawking (modelo de Davies-Fulling).

5.3 Termalizagao Topolbgica e Efeito de Casimir Topolbgico

Quando dimensoes espaciais sdo compactificadas (ndo apenas a temporal), surgem efeitos

térmicos anélogos:

Efeito de Casimir topolégico: Um campo quantico em R4~! x S! (uma dimen-
sao compacta de comprimento L) sofre uma contribuigdo a energia de vacuo anéloga ao

efeito Casimir:
2

~ {24014 (d = 4, escalar sem massa).

SCasimir =
A correspondéncia é exata: trocar L <+ [ intercambia efeito Casimir e termodiné-
mica. Ambos sao manifestacoes da topologia nao-trivial do espaco euclidiano.
5.4 Radiacao de Hawking pela Anomalia de Traco

Christensen e Fulling (1977) derivaram a radiacdo de Hawking usando exclusivamente a
anomalia de traco conforme na formulagao euclidiana. O tensor energia-momento de um

campo conforme em 2D tem trago anoémalo:
—R
247

105



onde c é a carga central e R a curvatura escalar. Na geometria euclidiana de um bu-
raco negro 2D, a curvatura integrada sobre o “cap” (regidao proxima ao horizonte) produz

exatamente o fluxo de Hawking:

2
mc  wcly

T 123212

<Et>oo

Esta derivagao ¢ puramente geométrica: a radiagao de Hawking ¢ uma consequén-
cia inevitavel da curvatura do espago euclidiano (anomalia conforme) e da topologia do

horizonte.

5.5 Nucleagao de Pares em Campos Gravitacionais

Analogo ao efeito Schwinger, campos gravitacionais intensos podem nuclear pares de

particulas. Na formulacao euclidiana:

e Nucleagao de buracos negros: Um campo magnético/elétrico forte pode nuclear
pares de buracos negros carregados. O instanton euclidiano correspondente é a

métrica de Ernst (par de buracos negros acelerados).

e Nucleagao de branas: Em teoria de cordas, campos de forma podem nuclear

branas (processo mediado por instantons gravitacionais).

e Bounce de Brown-Teitelboim: A constante cosmolégica pode “decair” via nu-

cleacdo de membranas carregadas, com taxa I' oc e~ Splmembranal

A taxa de nucleagao em todos estes casos é controlada pela acao euclidiana do ins-
tanton correspondente — a supressao exponencial e °# garante a estabilidade aproximada

dos estados metaestaveis.

6 Entropia de Bekenstein-Hawking

6.1 Derivagao via Agao On-Shell

A agao euclidiana avaliada na solu¢ao de Schwarzschild (com periodo /3) fornece a energia

livre:
M
2 )

(apos subtracdo do background plano — regularizagao de Gibbons-Hawking).

F=T. S%n—shell —
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A entropia é:

F A
S = 522_6 — 6M o S%n—shell — 47TGM2 — Ea

onde A = 167G?M? ¢ a area do horizonte. Esta ¢ a formula de Bekenstein-Hawking:

A kpA
Spi = 2= =~

4G 4Gh

6.2 Contribuicao Topologica

A agao euclidiana de Schwarzschild recebe contribui¢ao do termo de Euler topologico:

1

X(M) = 3272

/ d%@(RfW — 4wa + R?) =2,

para a instanton gravitacional de Schwarzschild (topologia R? x S?). A entropia S = A/4G

é proporcional a esta contribuicao topologica de fronteira.

7 'Transicao de Fase de Hawking-Page

7.1 Schwarzschild-AdS Euclidiano

Em espago-tempo anti-de Sitter (AdS), existem duas geometrias euclidianas com a mesma

temperatura:

e AdS térmico (gas de radiagdo em AdS, sem horizonte).

e Buraco negro de Schwarzschild-AdS (com horizonte).
A diferenga de agao é:
2
_ QBN-AdS AdS termico _ DT+ T+
ASg =Sy - Sy —E<—£—2>
7.2 Transicao de Primeira Ordem

Para ry < ( (T <T,): ASg >0, AdS térmico domina. Para v > ¢ (T > 1T,): ASg <0,

buraco negro domina. A temperatura critica:

Typ = —.
HP =~
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Esta ¢ uma transicao de fase de primeira ordem entre gias de gravitons e
buraco negro. Via AdS/CFT, corresponde & transigdo de desconfinamento na teoria de
gauge dual (Witten, 1998).

8 Instantons Gravitacionais

Solugoes euclidianas completas (regulares, compactas ou assintoticamente planas) da gra-

vidade:

e Schwarzschild euclidiano (R? x S?): “cigarro” com tip suave no horizonte.
e Métrica de Eguchi-Hanson (ALE): resolugio de R*/Z,.
e K3: variedade compacta hiper-Kéhler (instanton gravitacional compacto).

e Taub-NUT e Taub-bolt: espacos assintoticamente localmente planos com carga
NUT.
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Parte XI

Anomalias e o Método de Fujikawa

As anomalias quanticas — a violacao de simetrias classicas pela quantizacao — encontram
sua derivacao mais elegante e transparente na formulacao euclidiana através do método
de Fujikawa (1979). A transformagcdo nao-trivial da medida funcional sob simetrias

quirais é a origem fisica das anomalias.

1 Derivagcao da Anomalia Quiral pelo Método de Fuji-

kawa

1.1 A Medida Funcional Fermionica

Na integral funcional euclidiana para férmions:
Z— / DDy e~ FPutm)i.
os campos sao expandidos em autovetores do operador de Dirac euclidiano 0 :

T/J(x) = Zan¢n(x)7 @E(x) = Zgngbl(gj)?

n

onde D pd, = Ad,. A medida funcional é:

DYDY = [ [ dbn da,.
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1.2 Transformacao Quiral

Sob uma transformacio quiral infinitesimal 1) — €7 ¢):

an = afy =Y Cony,  Chm = / d'z ¢l (z) € ¢, (x).

A medida transforma-se como:

H da), = (det C)~ H da,,.
O jacobiano é:

det C' = exp (—TrlnC) ~ exp (—i/d%“ a(x) Z gzﬁiﬁ%ﬁn) :

1.3 Regularizacao e Resultado

A soma Y. &6 (x)7°¢,(x) é formalmente tr(y°6*(0)) — divergente. Regularizando com o
2
heat kernel do operador [0y

5 “NZ/M2 s [5 —m%/MQ}
qu ¢n — lim Zm e ¢n = lHm tr |y .

Usando a expansdao do heat kernel e as propriedades de 7° (apenas o termo as

contribui):

2
g a 1a
Tomz M FwFw) = T Fu

r) =Y ¢l b, =

A anomalia quiral é portanto:

NfFa fa

[ 27

uJs = 2imaby
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2 Teorema do Indice de Atiyah-Singer

2.1 Enunciado

Para o operador de Dirac euclidiano 1) em um background de gauge com carga topologica

Q:

. 1 a a
ind(Pg) =ny —n_ = 39,3 /d4x €uvpo Fy Py = Q

onde ny é o ntimero de modos zero de quiralidade + (Y9¢y = +¢y).

2.2 Relacao com a Anomalia

A integral da anomalia sobre todo o espaco é exatamente a carga topologica:

/d4x Ax) = /d4x 1617T2FF =2Q =2(ny —n_).

Isto conecta a anomalia (propriedade perturbativa/UV) com a topologia (proprie-
dade nao-perturbativa/global) — uma manifestacao do “index theorem” que liga analise
a topologia.

2.3 Demonstracao via Heat Kernel

O indice pode ser computado como:

ind() = Tr(’y‘:’e*”f)

= /d4x tr[y° K (z, ;1))

t—0t t—0t

Pela expansao de Seeley-DeWitt do heat kernel:

K(z,z;t) = (4;)2 Zan(:v)t".

Apenas ay contribui ao trago com 7° (em d = 4):

tr(FuFu).

tr(75a2) = 62
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3 Anomalia Conforme (Trace Anomaly)

3.1 Definigao

Classicamente, uma teoria sem escalas tem tensor energia-momento com trago nulo: T =

0. Quanticamente, a regulariza¢ao introduz uma escala e:

(T8 = ! [cC?, ., —aE,+bOR],

(47)2 v po

onde C? ¢ o quadrado do tensor de Weyl, By = R? — 4R/2“, + R? ¢ ointegrand de Euler

Ly po
(Gauss-Bonnet), e a, ¢ s@o as cargas centrais.

3.2 c-theorem de Zamolodchikov

Em d = 2, Zamolodchikov (1986) demonstrou que existe uma funcao ¢(g) das constantes

de acoplamento que:

1. E estacionaria nos pontos fixos: ¢(g*) = ccpr (carga central da CFT).
2. Decresce monotonicamente sob o fluxo do RG: ¢ < 0.
3. E igual a carga central no ponto fixo UV e IR.

Em d = 4, o analogo é o a-theorem (Komargodski-Schwimmer, 2011): apy > arg.

A demonstracao usa crucialmente a positividade da medida euclidiana e a unitari-

edade (positividade de reflexao).

4 Anomalia Gravitacional

4.1 Anomalia Mista Gauge-Gravidade

Em d = 4 com férmions quirais acoplados a gravidade:

1

T DY PO
o = ggg Mer P

~ 1 aff . 4 . .
onde R, = 2€p0ap 7. Esta anomalia é essencial para o cancelamento de anomalias

no Modelo Padrao e em teorias de cordas.
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Parte XII
Quantizagao Estocastica (Parisi-Wu)

A quantizagao estocéstica, proposta por Parisi e Wu (1981), é uma formulagao alternativa
da teoria quantica de campos que nao requer fixacao de gauge. Introduz-se um “tempo fic-
ticio” 0 adicional e define-se uma dinamica estocastica (Langevin) cujo equilibrio reproduz

a distribuicdo euclidiana e,

1 Formulacao Basica

1.1 Equacao de Langevin

Para um campo escalar ¢(x,0) dependendo das coordenadas euclidianas = e do tempo

estocastico 6:

Op(x,0)  05g[4)
0~ some) @0

onde 7 é um ruido branco gaussiano com:

(n(@,0)) =0,  (n(z,0)n(,0)) = 20"(x — 2")5(0 — ).

1.2 Equilibrio e Equivaléncia

No limite 8 — oo, a distribui¢ao de probabilidade de ¢ converge para a distribuigao de

Boltzmann euclidiana:

o0 I
P[0, 8] = Pagl6] = -5
E

Portanto, médias sobre o ruido no equilibrio equivalem a valores esperados eucli-

dianos:

lim (§(21,0) -+~ &(wn, 0))n = (G(21) - G(20)) -

60— 00
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1.3 Equacao de Fokker-Planck

A distribuicao P[¢, ] satisfaz a equacdo de Fokker-Planck funcional:

=] 5 e s

O estado estaciondrio P/00 = 0 ¢ P., o< e °F, verificavel por substitui¢io direta.

2 Vantagens e Aplicagoes

2.1 Teorias de Gauge sem Fixacao de Gauge

Para campos de gauge, a equacao de Langevin:

0A;, oM
Bl SAG

+ 1, = Dy Ey, + 1

A invariancia de gauge da acgao implica que a dindmica estocastica “difunde” ao
longo das orbitas de gauge sem nunca convergir nesta direcao — mas correladores de quan-
tidades invariantes de gauge atingem o equilibrio correto sem necessidade de fixagao

de gauge.

2.2 Quantizacao Estocastica Complexa

Para o problema do sinal (Sg complexo, como QCD com u # 0), pode-se complexificar

os campos e usar a equacao de Langevin complexa:

0 _ 5Sgp(d]
20 6o

+ 1, ¢ e C.

Quando converge, reproduz os correladores corretos da teoria com agao complexa.
Limitagoes: instabilidades numéricas e problemas de convergéncia (“runaways’) em certas
regioes do espaco de parametros.

2.3 Relacao com Supersimetria

A quantizacao estocastica possui uma supersimetria oculta (Parisi-Sourlas). A teoria

no espaco estendido (¢, 7, ghost) com tempo 6 é equivalente a uma teoria supersimétrica
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coI1:

Qo =c, Qc =0, Qc =\, QN =0,

onde ¢, ¢ sdo campos ghost (Grassmann) e A é um multiplicador. A supersimetria BRST-

estocéstica garante o equilibrio correto e a independéncia de gauge.
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Parte XIII

Teoria de Campos Topolbgica

Euclidiana

Teorias de campos topologicas (TQFT) sao teorias cujas observaveis dependem apenas da
topologia do espaco-tempo subjacente, nao de sua métrica. Elas sao intrinsecamente eucli-
dianas (nao possuem formulagdo minkowskiana significativa) e conectam profundamente

a fisica tedrica & matematica pura.

1 Teoria de Chern-Simons

1.1 Acao de Chern-Simons em 3D

A acao de Chern-Simons para um campo de gauge A em uma 3-variedade M?3 é:

k 2 k 2
SeslA] = - /M3 Tr <A NdA + gA NAN A) = / d’z e’ Ty <AM8,,A,0 + gAuAyAp> .

77
Propriedades:

e E métrica-independente: nao depende de -

O “nivel” k € Z é quantizado (invariancia sob transformacoes de gauge grandes).

E topologica: T}, = 0 (tensor energia-momento nulo).

e As equagoes de campo sao F' = 0 (conexdes planas).
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1.2 Invariantes de Nos (Witten, 1989)

Witten mostrou que o valor esperado do loop de Wilson na teoria de Chern-Simons:

(W) = <TrR7>exp [ A>cs

¢ um invariante topolégico do n6 K. Para G = SU(2), R = fundamental, e diferen-
tes valores de k, reproduz-se o polindmio de Jones e suas generalizagdes (polindmio
HOMFLY).

2 Teoria de Yang-Mills Topologicamente Twisted (Donaldson-
Witten)

2.1 Twist Topolégico

Witten (1988) mostrou que a teoria de Yang-Mills N' = 2 supersimétrica em d = 4, apos
um “twist” que redefine o grupo de Lorentz euclidiano, torna-se uma TQFT. O twist
identifica a simetria R da SUSY com parte do SO(4):

SO(4)twistea = diag(SU(2), x SU(2)z) € SO(4) x SU(2)g,

onde SU(2)g ¢ a simetria R de N = 2.

2.2 Invariantes de Donaldson

Os observéaveis da teoria twisted sao os invariantes de Donaldson de 4-variedades —
invariantes topolodgicos que distinguem variedades diferenciavelmente inequivalentes mas

homeomorfas. Witten reinterpretou-os como fungoes de correlagao da TQFT:

Invariante de Donaldson = (O(x1) - - - O(z,) ) rqrr-

A integral funcional “localiza” sobre instantons: (O) = [, ~w (integral sobre o

espago de modulos de instantons).
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3 Termo Topologico § e Niimero de Pontryagin

3.1 O Termo # como Invariante Topolbgico

O termo f# na acao de Yang-Mills:

0 -
Sy /d‘*xFaFa =6-Q,

3272 pem

¢ puramente topologico: @) € Z (segundo nimero de Chern). Na acao euclidiana, contribui

como um peso €¢ na soma sobre setores topologicos:

Z(0) = Z er/ DAe M,
Q=—o00 setor Q

3.2 Susceptibilidade Topolégica

A susceptibilidade topologica mede flutuagoes da carga topologica:

(@@ 0 (_an(H))

Xop = 7 = 5ge v

0=0

Em QCD pura, lattice QCD da xiop &~ (180 MeV)*. A relagao de Witten-Veneziano

conecta Yiop & massa do n':

4Nf YM

2 2 2 _
My + My, — 2mye = 72 Xtop -
m

4 Sintese e Perspectivas

A teoria quantica de campos euclidiana é muito mais do que uma ferramenta técnica de
calculo. Ela revela a unidade conceitual entre fenémenos aparentemente dispares: o
tunelamento quéantico em mecanica quantica e os instantons em teoria de gauge; a funcao
de particao da mecanica estatistica e a integral funcional da QFT; as transi¢oes de fase
em matéria condensada e a renormalizacao em teoria de particulas; a termodinamica de

buracos negros e a geometria euclidiana compactificada.

A rotagao de Wick, ao eliminar a natureza oscilatéria da mecéanica quantica e
substitui-la pela supressao exponencial da termodindmica, transforma questoes de exis-
téncia matemaética em problemas trataveis de teoria da probabilidade. Os axiomas de

Osterwalder-Schrader garantem que nada se perde nesta passagem — a fisica minkowski-
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ana completa pode ser reconstruida dos dados euclidianos.

Os efeitos nao-perturbativos — instantons, sélitons, tunelamento, decaimento do
falso vacuo — encontram sua expressao mais natural na formulacao euclidiana, onde
sao pontos de sela reais da acdo. O vacuo 6, o problema CP forte, a anomalia U(1)4
via Fujikawa, a quebra de simetria quiral por instantons e a resurgéncia sao fenémenos

intrinsecamente euclidianos em sua formulagao mais transparente.

A gravitacao euclidiana abre uma janela para a termodinamica quéantica de buracos
negros: a temperatura de Hawking emerge da periodicidade, a entropia de Bekenstein-
Hawking da agao on-shell, e transigoes de fase gravitacionais (Hawking-Page) conectam-se
via AdS/CFT ao desconfinamento em teorias de gauge. O efeito Unruh revela que a
mesma estrutura euclidiana — regularidade no horizonte impondo periodicidade — go-
verna a termalizagao percebida por observadores acelerados, unificando aceleragao, gravi-
dade e temperatura em um tnico framework geométrico. O efeito Gibbons-Hawking
estende esta unificacao ao horizonte cosmoldgico de de Sitter, e o efeito Schwinger de
producao de pares encontra sua descricao mais transparente como instanton circular no

espaco euclidiano.

A formulagao na rede — impossivel sem o espago euclidiano — fornece a tnica
abordagem ab initio nao-perturbativa a QCD, produzindo previsoes quantitativas para o
espectro hadronico, temperatura de desconfinamento e propriedades do plasma de quarks-
glions. Técnicas modernas de machine learning (normalizing flows) e métodos estocésti-

cos (Parisi-Wu) representam novas fronteiras computacionais.

No dominio da matemética pura, a teoria de campos topologica euclidiana —
de Chern-Simons aos invariantes de Donaldson — demonstra que a integral funcional
euclidiana é uma fonte inesgotavel de resultados matematicos profundos, desde invariantes

de nods até a classificacao de 4-variedades.

E na intersecio entre a elegancia formal da formulacao euclidiana, o poder compu-
tacional das simulacoes de Monte Carlo, e a profundidade conceitual das conexoes com
topologia, geometria e teoria da informacao que reside uma das maiores conquistas inte-
lectuais da fisica tedrica contemporanea. A teoria quantica de campos euclidiana nao é
apenas uma técnica — é uma wisao de mundo, onde espaco, tempo, matéria e probabili-

dade se fundem em uma tnica estrutura matematica coerente.
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Efeito Hawking
Ty = Kk/27

Spi = A/~ -~ | periodicidade | =~ equiv. principio

Mecéanica Efeito Unruh
Estatistica Ty = a/2w
Z =Tre PH Rindler
horizonte
Sﬁ R® acet€racao
Rotagao de Wick
t— —iT
ed — e 55
ponto desela m¥tgica-indep.
positividade

Topologia

Instantons
Chern-Simons
invariantes

tunelamento
[~ e 5B T~~~
nio-perturbative - _ Lattice QFT
Monte Carlo
Pxe 55

Figura 10: Mapa conceitual mostrando a rotagao de Wick como principio unificador. A
substitui¢ao ¢t — —i7 conecta: mecanica estatistica (via compactifica¢ao temporal), efeitos
Hawking e Unruh (via periodicidade em horizontes), instantons e tunelamento (via pontos
de sela reais), simulagdes na rede (via positividade da medida), e teoria topologica (via
independéncia da métrica).
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