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Parte 1

Fundamentos da Algebra Geométrica

1 Motivacao e Contexto Histoérico

A Algebra Geométrica (GA) é uma estrutura matemética que unifica e generaliza
numeros reais, complexos, quatérnions, algebra vetorial e formas diferenciais em um
tnico framework algébrico coerente. Desenvolvida originalmente por Hermann Grass-
mann (1844) e William Kingdon Clifford (1878), foi redescoberta e promovida na fisica

moderna por David Hestenes a partir de 1966.

A GA resolve deficiéncias fundamentais da élgebra vetorial de Gibbs:

O produto vetorial a x b s6 existe em 3D e produz um pseudovetor, nao um vetor

verdadeiro.

Nao ha noc¢ao natural de "dividir"por um vetor.

Rotagoes requerem matrizes, sem representagao algébrica intrinseca.

Objetos geométricos de diferentes dimensoes (pontos, linhas, planos) nao coexistem

numa mesma algebra.

2 Produto Geométrico

O objeto central da GA é o produto geométrico entre vetores, definido axiomatica-

mente:

ab=a-b+aANbd (1)




onde a - b é o produto interno (escalar, simétrico) e a A b é o produto exterior

(bivetor, antissimétrico):

1 1
a-b:§(ab+ba), a/\b:§(ab—ba) (2)

O axioma fundamental é que o quadrado de qualquer vetor é um escalar:

a*>=a-a=|a*€R (3)

2.1 Intuicao Geométrica

O produto geométrico ab codifica simultaneamente duas informacgoes geométricas:

e a-b=|allblcosh: Quanto a e b sdo paralelos (projecao).

e a Ab=lal|b|sinf B: Quanto a e b sio perpendiculares (area orientada do para-

lelogramo).

a-b/|al

Parte escalar: projecao
Parte bivetor: area orientada

2.2 Exemplos Detalhados em C/(2,0)

Considere {e1,ex} com €2 = e2 =1 e ejes = —ege;.

Exemplo 1: Produto de vetores da base.
erer=¢e2 =1, ees=¢e5=1 (4)

e1es = €13 (bivetor — nao é escalar!), ege; = —eqy (5)

10



Exemplo 2: Sejam a = 3e; + e3 e b = e 4+ 2e5. Calculemos ab:

ab = (361 + 62)<€1 + 262) (6)
== 36161 + 66162 + eqseq + 26262 (7)
= 3(1) + 6612 + (—612) + 2(1) (8)
=5+ 5612 (9)
Verificagao:
e a-b=1(ab+ba) =5 (escalar). De fato: 3-14+1-2=5
e aANb= 3(ab— ba) = 5eys (bivetor). De fato: 3-2—-1-1=5¢
Exemplo 3: Inverso de um vetor. Se a = 3e; + e, entdo a®> = 9 + 1 = 10:
4 a 3eq + e
a === =0.3e;1+0.1ey (10)

a? 10
Verificagao: aa™! = (3e; + €3)(0.3e; + 0.1e5) = 0.9 + 0.3 — 0.3e12 + 0.1 =1 V

Exemplo 4: Vetores paralelos vs. ortogonais.

e a = 2e1, b = 5e;y (paralelos): ab = 10, ba = 10 — ab = ba (comutam, produto é

escalar).

e a = e, b = ey (ortogonais): ab = ez, ba = —ej;p — ab = —ba (anticomutam,

produto é bivetor puro).

2.3 O Bivetor: Plano Orientado

O bivetor a A b representa o plano orientado gerado por a e b, com magnitude igual &

area do paralelogramo:

b b
a a
a/Nb>0 bAa <0
(anti-horéario) (horario)
Nota crucial: a Ab = —(bAa). A orientacao importal Trocar a ordem inverte o

sentido de rotagao no plano.

11



2.4 Propriedades Algébricas

e Associatividade: (ab)c = a(bc)
e Distributividade: a(b+ ¢) = ab+ ac
e Nao-comutatividade: ab # ba em geral

e Inversibilidade: Para a®> # 0, a™! = a/a?

Vetores ortogonais anticomutam:

a-b=0 = ab=—ba (11)

Vetores paralelos comutam:
aNb=0 = ab=ba=a-b (12)

2.5 Exemplos em C/(3,0)

Em 3D com base {ej, ey, e3}:

Exemplo 5: Sejam a = ey + 2e5 +e3 e b=e; — ey + 3es:

a-b=(1)1)+2)(-1)+(1)B)=1-243=2 (13)
= —3612 + 2613 + 7623 (15)
ab=2— 3e1 + 2613 + 7623 (16)
Comparacao com produto vetorial: a x b = —I(a A b) = Te; — 2e5 — 3es.

Exemplo 6: Produto geométrico de trés vetores ejeses:

ereze3 = (e1€2)e3 = eae3 = €193 = I (pseudoescalar, volume unitario) (17)
Propriedades de I em 3D: I? = ejeseseieses = —1, e I comuta com todos os
elementos.

12



3 Algebra de Clifford C/(p, q)

3.1 Definigao

Dado um espaco vetorial V' de dimensao n = p 4+ ¢ com forma quadratica de assinatura

(p,q), a algebra de Clifford C/(p,q) é gerada por uma base ortonormal {ey,...

satisfazendo:

eiej + €j€i = 277’Lj

onde n;; = diag(+1,...,+1,—-1,...,—1).

J/

~~ ~~
p

3.2 Base Canonica e Dimensao
A algebra possui 2" elementos de base:

{1, e ,eiej,eeek,....,e1e2---€n}
M~ N——

no(i<y) (i<i<k)

A dimensao total é:

dim Cl(p, q) = <Z> =2"

k=0

3.3 Graus e Multivetores

Um elemento geral da algebra ¢ um multivetor:

M= o« + a + B + T +---+ wl

grau0 graul grau?2 grau3 grau n

Grau 0 (escalar): Numeros reais.

Grau 1 (vetor): Elementos de V', representam diregoes.

Grau 3 (trivetor): Volumes orientados.

13

Grau 2 (bivetor): Planos orientados, representam rotagoes.

,€n}

(18)

(19)

(21)



e Grau n (pseudoescalar): I =ejeq---¢,, o elemento de volume.

O operador de projegao de grau k é denotado (M )y.

3.4 Pseudoescalar

O pseudoescalar [ = eqe; - - - ¢, tem propriedades cruciais:

12 _ (_1)77,(77,—1)/2 . (_1)q

Algebra n I I?
06(2, 0) 2 €169 —1
C£(3, 0) 3 €1€9€3 —1
Cg(l, 3) 4 €p€1€2€3 -1
Cl(3,1) 4  ejegezeg +1
Cl(4,1) 5 ejegeseqses  +1

Tabela 1: Pseudoescalar para algebras comuns na fisica.

4 Operacoes Fundamentais

4.1 Reversao

A reversao M inverte a ordem dos vetores em cada produto:

—_——

(ab---c)=c---ba

Para um elemento de grau k: M = (—1)*¢=D/2)7,

Sinais por grau:

Grau & O 1 2 3 4 5
(—DFED2 4 - - 4 4

Exemplo: Em C/(3,0), seja M = 2 + 3e; + 5e1p — €193:
M =2+ 3e; — 5e1z + €123

(escalares e vetores mantém sinal; bivetores e trivetores invertem.)

14
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Utilidade: A reversao ¢ essencial para rotagoes (v = RUR) e para calcular nor-

mas.

4.2 Involugao de Grau (Conjugagao Principal)
M, = (—=1)* M, (25)

Inverte o sinal dos graus impares (vetores, trivetores, etc.):

Exemplo: M=2-— 3e1 + beis + e1a3 (vetores e trivetores invertidos, escalares e

bivetores preservados).

4.3 Conjugagao de Clifford

Sinais: Grau 0: +, Grau 1: —, Grau 2: —, Grau 3: 4, Grau 4: +, ...

4.4 Norma
[MJ* = (MM)g (27)
Exemplo: Para um rotor R = cos6/2 — e12sin6/2:
RR = (cos6/2 — e155in60/2)(cos 8/2 + e158in6/2) (28)
=cos’0/2+sin?0/2 =1 (rotor unitario) (29)
4.5 Projecao e Rejeicao

A projegao de b sobre a (componente de b paralela a a):

by=(b-a)at = ——a (30)

A rejeigao de b por a (componente de b perpendicular a a):

b, = (b A a)ail =b— b” (31)

15



b

-
by=(b-a)a

(§
[ 4
—1

a

Exemplo numeérico: Projetar b = 3e; + 4e; sobre a = 2e;:

b-a 6
?a = 1(261) = 361

bJ_ :b—b” = (361+462)—3€1 :462

by =

Note: (bAa)a™ = (3-0—4-2)ejy- 2 = —8eyy - S = —dejge; = 4dey V.

4

4.6 Dualidade

O dual de um multivetor é obtido multiplicando pelo pseudoescalar inverso:

M*=MI""
Em C/(3,0), o dual transforma graus: k — (n — k):
e Escalar (grau 0) <> Pseudoescalar (grau 3)
e Vetor (grau 1) <> Bivetor (grau 2)
v =e3

dual: xI7!
€2

Vetor (eixo) Bivetor eps (plano)

) -1 _ . o
es- 17 =e3- (*(/12:5) = €12
O eixo de rotagao é dual ao plano de rotagao!

O produto vetorial classico é na verdade o dual do produto exterior:

axb=—-I(aNb)

16
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Exemplo: e; X eg = —I(e1 A ey) = —e13 €12 = —€123€12 = €3 .

Isto explica porque a x b é um pseudovetor — ele é na verdade um bivetor (plano)

disfar¢ado de vetor pela dualidade 3D!

5 Produto Exterior e Produto Interior Generalizados

5.1 Hierarquia de Graus: Diagrama

[Grau 3: Trivetor} Ex: Tejos
Aa
[Grau 2: Bivetor] Ex: 4e19 — e93
Aa
Ex: 3e1 + 2e9
Aa
[Grau 0: Escalar] Ex: 5, =2.7

A: sobe grau (exterior)

5.2 Produto Exterior

Para um r-vetor A, e um s-vetor By:

A N By = (A Bg)yys (36)
Propriedades:

e Antissimetria: A, A By = (—1)"Bs A A,
e Associatividade: (AANB)AC = AN (BAC)

e a A a =0 para qualquer vetor a (ndo se pode "estender"na mesma diregao)

Interpretacao geométrica progressiva:

b
AcC
. Ab

a a

1-vetor (linha) 2-vetor (plano)
3-vetor (volume)

17



Exemplo: Em C/(3,0), sejam a = e; +e5 e b = €5 + e3:

aNb=(e1+e)A(ea+e3) =er Nea+ e Aeg+eares+eaNes

= €12 + €13 + €93

Agora adicionemos ¢ = e; + e3:

aNbAc= (612+€13+623)/\ (61 +€3)
2612/\63+613/\61+623/\€1
= €123 — €131 T €231 = €123 + €113 — €123

= 2e123

(O volume do paralelepipedo gerado por a, b, ¢ é 2.)

5.3 Produto Interior (Contragao)

Ar ' Bs - <A7‘Bs>|r—s\

O produto interior "remove"dimensoes. Para um vetor a e um k-vetor Bj:

‘aBk:a~Bk+a/\Bk‘

onde a - By, ¢ um (k — 1)-vetor e a A By é um (k + 1)-vetor.
Exemplo fundamental: Contragao de vetor com bivetor.

Seja a = e; e B = ej5 (0 plano zy). Entao:

a-B=e -e32= <€1€12>1 = <€1€1€2>1 = <€2>1 = €2

(44)

(45)

Interpretacao: "contrair e; com o plano eqp"retorna ey — a direcao perpendicular

a e; dentro do plano.

Plano B = €3

a - = €9
‘ a = e;

a - B = componente 1 a dentro do plano B

18



Exemplo 2: Vetor fora do plano. Seja a = e3 e B = e39:

€3 €12 = <€3€12>1 = <€312>1 =0 (grau 3, nao grau 1') (46)

Se o vetor é perpendicular ao plano, a contracao é zero — nao hé componente

"dentro"do plano.

Formula atil: Para vetor a e bivetor B =b A c¢:
a-(bAc)=(a-b)c—(a-c)b (47)

(Anélogo da regra BAC-CAB do produto vetorial triplo.)

6 Rotacoes via Rotores

6.1 Reflexoes

A reflexdo de um vetor v no hiperplano perpendicular a n (|n| = 1):

v = —hon (48)

Derivagao: Decompomos v = v+ v onde v é paralelo a 7 e v, ¢ perpendicular:

—nvnh = —n(v)| + v )Nh = —non — NN (49)
Como v ¢ paralelo a n: vy = v)n, logo —hvjn = —vwﬁ? = —.
Como v, é perpendicular a f#: hv, = —v 7, logo —hv Hh = v A% = +v,.
Resultado: v" = —v + v, — a componente paralela inverte, a perpendicular

preserva. v

19



hiperplano L n

v = —non

¥
>
@\V

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
:
d I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Exemplo: Reflexao de v = 3e; + 4es no eixo ey (espelho perpendicular a n = e;):

v' = —e1(3e; + 4deg)e; = —(3ererer + dejeser) (50)
= —<3€1 + 4(—6261>61) = —(361 — 462) = —361 + 462 (51)

A componente em e; inverteu, a em e, manteve-se.

6.2 Rotores: Composicao de Duas Reflexoes

Uma rotacao é a composicao de duas reflexoes. Se refletimos em m e depois em 7:

v" = —n(—mvm)n = (nm)v(mn) = Rv R (52)

onde definimos o rotor:

0 0 -
R:ﬁm:ﬁ~m+ﬁ/\m:00s§+s1n53 (53)

O angulo de rotacao é 8 = 2o onde « é o angulo entre m e n, e o plano de rotagao
¢ B=nAm/|nAml|

RuR

. espelho 2: L n
-0 =120

------- espelho 1: L m
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Em forma exponencial, o rotor é:

~ 0 A 0
Rze’Be/Q:cosé—Bsini

onde B ¢ o bivetor unitario do plano de rotacio (B? = —1).

A rotacao de qualquer multivetor M:

M'=RMR, RR=RR=1

6.3 Exemplos Detalhados de Rotacoes

Exemplo 1: Rotacao de 90° no plano ¢;e,

Plano de rotacao: B= ey = e19. Angulo: 0 =90=m/2.

1
R = e 2™ = cos(45) — e19sin(45) = —(1 — e
(45) — e12sin(45) \/5( 12)

~ 1

R= —(1+€12>
2

Aplicando sobre v = e5:
, -1
v :R61R25(1—612>61 (1+€12)

1
= 5(61 — 61261)(1 -+ 612)

1
- 5(61 +e3)(1 +e12) [usando ejpe; = —es]
= 5(61 + e1e12 + €3 + €2€12)

1
:§(€1+62+€2—61):€2

90
Resultado: e; — €9
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€2

U= e Plano: e

90

2

€1
V=€

Exemplo 2: Rotagao de 60° no plano exe; (em torno de e;)

~

B:Fjgg, 9:60:7T/3
R = cos(30) — eq3sin(30) = €23 (63)

Aplicando sobre v = ey:

v = Rey R= (iﬁ — 1623> €9 (\/—g + 1623) (64)

2 2 2 2
V3 1 V3 1
= <7€2 — 562362 7 + 5623 (65)
Usando egzes = egeges3(—1) = —es... simplificando:
1 3
v = ge2+ \/7_63 = c0s(60) e3 + sin(60) e3 (66)

Exemplo 3: Rotagao em eixo arbitrario (45° em torno de n = \/Lg(el +ex+

e3))

O plano de rotagao perpendicular a n é o dual de n:

. 1
B=nl"'=—-nl = ———=(e1 +ex+e3)erns =

V3

€3 + €31 + €12) (67)

=
V3
Verificacao: B? = —1 . Rotor:

sin(22.5)

V3

R = COS(22.5) — (623 + e31 + 612) (68)
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6.4 Composicao de Rotacoes

Para rotacoes sucessivas R; depois Rs:

U” = RQ(Rl’URl)RQ = (RQRl)'U(é1R2) = Rtotal v étotal

Logo: | Riotal = Ro Ry ‘ (aplica Ry primeiro, depois Ry — ordem importal).

Exemplo: Rotagao de 90° em e15 seguida de 90° em eo3:

1 1
Ri=—=(1—en), Ro=-—=(1-
1 \/5( 612) 2 \/5( 623)
1
Riotal = Ro Ry = 5(1 - 623)(1 - 612)

1

= 5(1 — e12 — €23 + €23€12)
1
= 5(1 — €19 — €93 — €31)

(70)
(71)
(72)

(73)

Isto representa uma rotagdo de 120° em torno do eixo (1,1,1)/v/3 — uma simetria

do cubo!

6.5 Interpolacao de Rotacgoes (SLERP)

Para interpolar suavemente entre R, (identidade) e Rj:

R(t) = Ro(Ry'Ry) = e B2 ¢ €[0,1]

€1

(74)

A interpolacao é geodésica na esfera de rotores — velocidade angular constante

(sem acelerac@o espuria dos dngulos de Euler).
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Propriedade Matrizes 3 x 3 Angulos de Euler Rotores (GA)

Parametros 9 (com restrigoes) 3 4 (com |R|=1)
Composi¢ao Multiplicacao 3 x 3 Complicada Produto geométrico
Gimbal lock Nao Sim Nao
Interpolacao Dificil Nao-uniforme SLERP (geodésica)
Generalizagao nD nxn Nao existe Natural
Dupla cobertura Nao Nao Sim (R e —R)

6.6 Vantagens sobre Matrizes de Rotacao

6.7 Rotores e Quatérnions

Em C{(3,0), os rotores (elementos pares com RR = 1) sdo isomorfos aos quatérnions

unitarios:

R=a+bey+cey+depn, a+b++d*=1 (75)

com a identificacao i = es3, j = e31, k = eqo.
A GA supera os quatérnions porque:
e Quatérnions s6 funcionam em 3D. Rotores funcionam em qualquer dimensao.

e Quatérnions sao uma "receita"sem geometria ¢bvia. Rotores sao planos de rotagao

exponenciados.

e Na GA, o mesmo framework lida com reflexdes, rotagoes, boosts, translagoes, dila-

tacoes.

7 Boosts de Lorentz como Rotores Hiperbolicos

7.1 A Ideia Central

Na é&lgebra do espago-tempo (STA), um boost ¢ uma rotagao hiperbélica num plano
espago-temporal. Enquanto rotagoes espaciais usam bivetores espaciais (e12, €3, €31) que
satisfazem B? = —1, boosts usam bivetores espaco-temporais (7071, YoY2, Yo)3) que satis-
fazem B? = +1.

Isto muda cos /sin para cosh / sinh:

L=cbo/2 = cosh% + Bsinh% (76)
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onde b é o bivetor unitario espago-temporal (ex: b= Yoy1 para boost em x) e o é

a rapidez (tanha = v/c).

7.2 Comparacao: Rotagao vs. Boost

Retacao Espacial Boost (Rotagao Hiperbdlica)
oA 5
7 . RuR! \(& Lol
| > e , “ x
\ /f v /e‘
\ B?2=—-1 B? =+1
cos0/2 + Bsinf/2 cosh /2 + Bsinh a/2
. Preserva: 2 4 ¢° ) Preserva: (ct)? — z?

7.3 Exemplo Detalhado: Boost em x com v = 0.6¢

Rapidez: a = arctanh(0.6) = 0.6931. Fator de Lorentz: v = cosh v = 1.25.

Na STA, com o7 = 7170 (bivetor espago-temporal relativo):

L = ¢71%/% = cosh(0.3466) + o sinh(0.3466) = 1.0607 + 0.3536 oy (77)

Transformacgao da 4-velocidade de uma particula em repouso (v = vp):

V' = LyoL = (1.0607 + 0.3536 01 )70(1.0607 — 0.3536 o1 (78)
= 7(1.0607 + 0.3536 1) (1.0607 + 0.3536 &1 (79)
= 0 e7'* = yy(cosh a + o1 sinh «) (80)
— 12570 + 0.75901 = 1259 + 0.75 7, (81)

Em componentes: v = y(cyy+v7y1) com v = 1.25, v = 0.6¢.

Contragao do comprimento: Uma barra de comprimento Ly em repouso (bi-

vetor x = Lgy):
¢/ = LeL = Lops = Lo/y = Lo x 0.8 (82)

25



Dilatagao temporal: Um intervalo temporal proprio A7 (vetor AT ~g):

At =~vAT =125 AT (83)

7.4 Composicao de Boosts e Rotagao de Wigner

Dois boosts nao-colineares resultam em um boost MAIS uma rotagdo (precessao de

Thomas-Wigner):

Composicao de Boosts Nao-Colineares

Frame S

LoLi = Ry - Ly (84)

onde Ry é o rotor de Wigner e L3 é o boost resultante. Na GA, isto é imedi-
ato: basta multiplicar os rotores e separar as partes par-temporal (boost) e par-espacial

(rotagao).

Exemplo numérico: Boost de 0.5¢ em z seguido de 0.5¢ em y:

Ly = cosh(a;/2) + o1 sinh(a;/2), a1 = arctanh(0.5) (85)

Ly = cosh(as/2) + oasinh(as/2), «ay = arctanh(0.5) (86)

Ly Ly = (parte escalar + bivetores espaciais) - (parte escalar + o) (87)
Riy Iy

A componente €15 = 0105 no produto é a rotagdo de Wigner — surge automati-

camente!

26



7.5 Diagrama de Minkowski: Boost como Rotacao Hiperbdlica

ct
Hipédsole: 2 — 22 =1

\75 -
X 2

O boost "roda"os eixos ct e x simetricamente em diregao ao cone de luz (ambos por
angulo «). A hipérbole invariante t* — 22 = 1 é o anélogo do circulo unitario 2% + 4% =1

para rotacoes.

7.6 Tabela Resumo: Rotagoes vs. Boosts

Rotacao Espacial Boost de Lorentz
Plano Espacial (e;e;) Espago-temporal (k)
Bivetor B B?=-1 B? = +1
Rotor e B0/2 eBa/?

Expansao cosf/2 — Bsin6/2 cosha/2 4+ Bsinha/2
Parametro Angulo # € [0,27)  Rapidez a € (—o0, +00)
Invariante 22 + y* (circulo) t? — 2? (hipérbole)
Grupo Spin(3) = SU(2) Spin*(1,1) @ R*
Compacto? Sim (perioédico em )  Nao (ilimitado em «)
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Parte 11

Algebras Geométricas Especificas

1 C/(2,0) — Algebra do Plano Euclidiano

Base: {1,ey,e9,€12}, com e? =¢e3 =1, 2, = —1.

O pseudoescalar I = e5 comporta-se como a unidade imaginédria. Assim,
Cl(2,0) = R(2) (matrizes 2 X 2 reais), e os elementos pares C/T(2,0) = C — os ni-

meros complexos emergem naturalmente!

Um rotor no plano:

0 0
R =e7192 = cos 5 I'sin ) (88)

2 (C/(3,0) — Algebra do Espaco Euclidiano 3D
Base: {1, €1, €9, €3, €19, €13, €23, €123} — dimensao 8.

1 escalar, 3 vetores, 3 bivetores, 1 pseudoescalar (I = ej3).

I? = —1, I comuta com todos os elementos.

Bivetores representam planos de rotacao: ejo € o plano zy, etc.

Cl*(3,0) 2 H (quatérnions).

Relagao com produto vetorial:

axb=—I(aNb), aNb=1(axD) (89)
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Relacao com eletromagnetismo vetorial:

As equacoes de Maxwell em forma vetorial usam implicitamente a dualidade de
C¢(3,0): o campo magnético B é na verdade um bivetor B = Bjegs + Baes; + Bseqa, nao

um vetor.

3 Cl0,1) e Cl0,2) — Complexos e Quatérnions

e Cl(0,1): Base {1,¢;} com e? = —1. Isomorfo a C.

e Cl(0,2): Base {1,e1,e9,e12} com €3 = e3 = —1, €2, = —1. Isomorfo a H (quatérni-

ons).

4 Tabela de Isomorfismos

Algebra Dim dim =2" Isomorfismo

cl(0,0) 0 1 R
c(0,1) 1 2 C

c(0,2) 2 4 H

ce(1,0) 1 2 R &R
c(2,0) 2 4 R(2)
Cl(3,0) 3 8 R(2) & R(2)
ce(1,3) 4 16 R(4)
ce(3,1) 4 16 R(4)
cl(4,1) 5 32 C4)

Tabela 2: Isomorfismos de algebras de Clifford com algebras matriciais.

5 Periodicidade de Bott

As algebras de Clifford possuem periodicidade:

Clp+8,q) = Clp,q) ®R(16), Cl(p,q+8) = Cl(p,q) @ R(16) (90)

Esta periodicidade mod 8 esté profundamente conectada a classificacao dos isolan-
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tes topologicos (tabela periodica dos isolantes topolégicos).

Parte 111

Algebra do Espaco Fisico — APS
C{(3,0)

1 Formulagao de Pauli na APS

A APS (Algebra of Physical Space) usa C£(3,0) para descrever a fisica 3D relativistica.

Identificamos os vetores de base com as matrizes de Pauli:

€1 <> 01, €9 <> 09, €3<> 03 (91)

satisfazendo 0,0 + 0;0; = 20;;.

1.1 Paravectores

Na APS, um evento do espago-tempo é representado como um paravetor (escalar -+

vetor):

p=7p"+p'e, +p’es +pley =ct +x (92)

O intervalo relativistico:

pp = (ct)* — [x[* = 5 (93)

onde p = p — x é a conjugacao de paravetor.
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1.2 Transformacgoes de Lorentz na APS

Uma transformacao de Lorentz é representada por:

p = ApAf (94)

onde A é um elemento de SL(2, C) representado na algebra par.

Boost na diregao n com rapidez ¢:

A= e = coshg + ﬁsinh% (95)

Rotacao no plano de B por angulo 6:

0
A = e 1B9/2 :cosg —IBsin§ (96)

2 Eletromagnetismo na APS

O campo eletromagnético é um bivetor 3D (com parte real e imaginaria geométrica):

|F =E+IcB] (97)

onde E é um vetor e IB é um bivetor. As equagoes de Maxwell unificam-se em:

vE="L 1] (98)
€o
onde V = %8,5 — V é o operador paravetor.
3 Spinors na APS
Um spinor de Pauli é um elemento par de C¢(3,0):
77/) = ag + ai€93 + a2€31 + aszeia, a; € R (99)

que é equivalente a um quatérnion. A equacao de Pauli pode ser escrita inteira-
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mente em termos da algebra geométrica sem matrizes.

Parte IV

Algebra do Espaco-Tempo — STA
Cl(1,3)

1 Estrutura da STA

A Spacetime Algebra (STA) ¢ C/(1,3), gerada por {70, 71,72, Y3} com:

VYo + VoV = 277;w7 n= diag(—i—l, —1,—1, _1) (100)

A algebra tem dimensao 2* = 16:

Grau Elementos Quantidade
0 (escalar) 1 1
1 (vetores) Vi 4
2 (bivetores) Yu N Vo 6
3 (trivetores) VYo Vp 4
4 (pseudoescalar) I = 9717273 1

1.1 Vetores Relativos (Frame )

Dado um observador com 4-velocidade 7y, definimos os vetores relativos:

Ok = 7Yk0, k= 17273 (101)

Estes satisfazem o,0; + 0,0, = 2J;;, gerando C/(3,0) como subélgebra par de
Ce(1,3):
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cet(1,3) = Cl(3,0)

1.2 Decomposicao Espaco-Temporal

Um evento x = z#, ¢ decomposto relativamente a vy:

TVW=X -Yt+tTAy=cl+X

k

0 (escalar) e x = ¥, (vetor relativo, bivetor na STA).

onde ¢t = x

2 Transformacoes de Lorentz na STA

2.1 Rotores de Lorentz

Uma transformacio de Lorentz ¢ um rotor L (elemento par com LL = 1):

Boost com rapidez a na dire¢ao oy:

L= e+ = cosh% + o sinh%

Rotacao espacial no plano o;0; por angulo 0:

0 6

L =e 7992 = cog 3 0,0 sin 3

(102)

(103)

(104)

(105)

(106)

Os 6 bivetores da STA sao geradores do grupo de Lorentz: 3 boosts (o) e 3

rotagoes ([oy, = ojoy).
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Os 6 Bivetores da STA

Boosts (B? = +1) Rotagoes (B* = —1)
g1 =717 loy = 0203 = 7273
o2 = Y270 loy = 0301 =137
o3 =73% los =010 =717

Planos tempo-espaco Planos espaco-espaco

etBa/2 — cogh +Bsinh _e=B9/2 — cos—Bsin—

Exemplo completo de boost na STA:

Boost de rapidez « na diregao x (o7 = 71%):

L = ea'la/2 E — e—alcx/Z

b

Acgao sobre a base temporal:

Yo = LyoL = 71/ 2ypemo1/

_ ,yoeo'la/Qe—a'la/Q 277

Truque: o17% = 71%% = 71, € %01 = Y% = —71%Y% = —V1i---

anticomuta com o;! Logo:

L’VOZ-J — 60'101/2,70670'1(1/2 — ,)/Oefo'la/Qefa-la/Q

o1

= e 71 = yp(cosh o — o sinh )

= coshayy — sinhavy; = vy(y0 — 1)

(107)

(108)
(109)

portanto 7o

(110)
(111)
(112)

Este é exatamente a 4-velocidade de um observador movendo-se com velocidade

v = ctanh o na diregao x. v

2.2 Grupo de Lorentz e Spin

Os rotores formam Spin*(1,3) = SL(2,C), a cobertura dupla de SO*(1,3). A dupla

cobertura manifesta-se em: L e —L produzem a mesma transformacao de Lorentz, mas

diferem na agao sobre spinors.
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3 Eletromagnetismo na STA

3.1 Tensor de Faraday como Bivetor

O campo eletromagnético é um bivetor na STA:

1 v
F:§F“ YNy =E+IB (113)

onde, relativo a vp:

E=FEro,=F v, IB=DBlo,=FA/v (114)

3.2 Equacoes de Maxwell

Todas as quatro equacoes de Maxwell unificam-se em uma tnica equagao:

VF=J (115)

onde V = 4#0, é o operador vetorial do espaco-tempo e J = J#v, ¢ a 4-corrente.

Expandindo:

V-F+VAF=J] (116)

e V. F =J contém as equagoes com fontes (Gauss e Ampére-Maxwell).

e VA F =0 contém as equagoes homogéneas (Gauss magnética e Faraday).

3.3 Invariantes do Campo
F?=F.F+FAF=(E*>-B?+2I(E-B) (117)

Os dois invariantes de Lorentz sao a parte escalar e pseudoescalar de F2.

3.4 Forca de Lorentz

Para uma particula com 4-velocidade v = z:
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mo=-F-v (118)

3.5 Onda Eletromagnética

Uma onda plana:

F=felt® }2=0, k-f=0 (119)

onde f é um bivetor constante (polarizagdo) e k é o 4-vetor de onda nulo.

4 Equacao de Dirac na STA

4.1 Formulacao sem Matrizes

Na STA, o spinor de Dirac é um elemento par ¢ € C£*(1,3) (8 componentes reais). A

equacao de Dirac:

| Viplos — Ay = myy| (120)

onde [ o3 define o plano de spin. Esta forma é completamente equivalente & equacao

matricial (y#(i0, — eA,) —m)¥ = 0, mas sem representacoes matriciais.

4.2 Decomposicao Canonica do Spinor

Todo spinor de Dirac pode ser decomposto como:

v = (") R (121

onde:

e p=1n)) é a densidade (escalar).

e 3 é o parametro de Yvon-Takabayasi (pseudoescalar), 5 = 0 para elétrons

positivos, § = 7 para positrons.

e R éum rotor de Lorentz (RR = 1), codificando a 4-velocidade e orientacio de spin.
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4.3 Observaveis de Dirac

Os bilineares de Dirac na linguagem da STA:

J =y = pv (4-corrente de probabilidade) (122)
s = y30 = pRysR  (4-vetor de spin) (123)
S =losp (bivetor de spin) (124)

5 Gravitacao na STA

5.1 Teoria Gauge da Gravidade (GTG)

Hestenes e Lasenby-Doran-Gull formularam a gravitagao como teoria gauge na STA

usando dois campos gauge:

e h(a): Campo de posigao (gauge translacional), um mapa linear a — h(a).

e ((a): Campo de conexao (gauge rotacional), um bivetor.
A derivada covariante gauge:

Do = a- Vi + %Q(a)w (125)

O tensor de Riemann é o campo de curvatura:

R(CL VAN b) = 8aQb — 8an + Qa X Qb (126)

As equagoes de Einstein emergem como:

G(a) = R(a) — %aR — 87G T(a) (127)
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onde R(a) =" - R(bAa)eR =0 R(a).

Parte V

Algebra Geométrica Conforme — CGA
Cl(4,1)

1 Construcao do Modelo Conforme
A Algebra Geométrica Conforme (CGA) estende o espaco euclidiano 3D adicionando

duas dimensdes extras para representar o grupo conforme linearmente. Usamos C/(4, 1)

com base {ey, eq,€3,€,,e_}:

e =+1, e =-1, e;-e.=0 (128)

Definimos os vetores nulos:

1
e = 5(6, —e1), € =€_+ey (129)

com propriedades:

e2=0, €2 =0, e, €0 =—1 (130)

1.1 Mapeamento Conforme

Um ponto x € R? é mapeado para o espaco conforme como:

1
X=Fx)=x+ 5x%oo + €, (131)
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Note que X2 = 0 (todos os pontos sao vetores nulos na CGA). A distancia entre

pontos é codificada no produto interno:

1
XY= —i\x—yP (132)

1.2 Objetos Geométricos como Multivetores

Na CGA, objetos geométricos de diferentes dimensoes sao representados uniformemente:

Objeto Representacao Condicao
Ponto X =x+ ix% + ¢, Vetor nulo

Par de pontos X7 A Xs 2-blade nulo
Reta XiNXo A es 3-blade com e,
Circulo XiNANXo N X3 3-blade nulo
Plano XiANXo AN X3 A eqp 4-blade com e
Esfera XiANXoANX3A Xy  4-blade nulo

Tabela 3: Objetos geométricos na CGA.

2 Representacao Dual (IPNS)

Na representacao IPNS (Inner Product Null Space), os objetos sdo representados por

vetores cujo produto interno com pontos da superficie é zero:

Esfera de centro c e raio r:

S=0C— %r%m (133)

onde C' = F(c) é o centro mapeado. Um ponto X esté na esfera se X - 5 = 0.

Plano com normal n e distancia d da origem:

[T =h+dey] (134)

Um plano é uma esfera de raio infinito (passa por e.).

Circulo: Interse¢ao de duas esferas = bivetor S; A Sy (na OPNS) ou S; A Sy (via
dual).

Reta: Intersecao de dois planos = caso especial de circulo passando por e.
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3 Transformacgoes Conformes como Rotores

Todas as transformagoes conformes sao rotores na CGA:

3.1 Translagao

Ta=e*2=1_ ¢ a (135)

Acdo: X' = TuXT,.

3.2 Rotacao
R =892 (136)

onde B é um bivetor euclidiano (plano de rotagao).

3.3 Dilatacao

D)\ — p¢oN\eo InA/2 _ eEln/\/2 (137)
onde F = e, Ae,.
3.4 Inversao
A inversao no ponto e,:
X' = —e;Xey (138)

3.5 Reflexao em Superficie

Reflexdo de um ponto X na esfera/plano S:

X'=-Sx57! (139)
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4 Intersecao de Objetos na CGA

A intersegao de dois objetos na representacao OPNS (Quter Product Null Space) é obtida

pelo meet (produto regressivo):
AV B = (A"NB")" (140)
onde * denota o dual. Exemplos:

e Intersecao de duas esferas = circulo.
e Intersecao de esfera com plano = circulo.
e Intersecao de dois planos = reta.

e Intersecao de trés esferas = par de pontos.

5 Aplicagoes da CGA

e Robotica: Cinemaética inversa, planejamento de trajetéria em termos de intersegoes

geométricas.
e Visao computacional: Calibracao de cameras, reconstrucao 3D.
e Computagao grafica: Ray-tracing via intersecao de esferas e planos.

e Fisica: Simetria conforme em teoria de campos, geometria de Twistors.
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Parte VI

Algebra Geométrica Projetiva — PGA
C{(3,0,1)

1 Motivacao e Construcao

A Algebra Geométrica Projetiva (PGA) usa uma dimensao extra com métrica dege-
nerada (quadrado zero) para representar geometria euclidiana afim. Usamos C/(3,0,1)

com base {ey, s, €3,€0}:

el=ei=es=1 e =0 (141)

A dimensao nula ey representa o "ponto no infinito"da geometria projetiva. A

algebra tem dimensao 2* = 16.

1.1 Vantagens sobre a CGA

e Mais leve computacionalmente (16 componentes vs. 32 da CGA).
e Suficiente para geometria euclidiana plana e 3D (translagoes, rotagoes, reflexdes).
e Nao inclui dilatagbes ou inversdes (que nem sempre sao desejadas).

e Ideal para engenharia, fisica cléssica e computacao gréfica.

2 Elementos Geométricos na PGA

Na PGA 3D, os objetos fundamentais sao:
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2.1 Pontos

Um ponto euclidiano p = (z, vy, z) é representado como um trivetor:

‘P = €123 + T €g32 + Y €013 + 2 €021

ou na notagao normalizada: P = ej93 + p1€g32 + P2€013 + P3€p21.

2.2 Planos

Um plano ax + by + cz +d = 0 é um vetor:

mT=ae; +bes+ces+deg

2.3 Retas

Uma reta é um bivetor (intersecao de dois planos ou join de dois pontos):

L:7T1/\7T2 ou L:P1\/P2

Uma reta tem 6 componentes (coordenadas de Pliicker):

L = dyieo1 + dopzepz + dozeps + mizers + myzeqs + maozeas

onde d = (d()l, dOQ, dog) é a diregéo e m = (mgg, mis, mlg) € 0 momento.

3 Transformacoes na PGA

3.1 Reflexao em Plano

X' =nXn

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

3.2 Rotagao (Composicao de Reflexoes em Planos Concorrentes)

0
R:7T27T1:COS§+SiIl§L

onde L ¢é a reta de intersecao dos planos e 6 é o dobro do angulo entre eles.
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3.3 Translagao (Composi¢ao de Reflexoes em Planos Paralelos)

| d
T=1+ §d eon — 1+ §<n1601 + Naeoy + n3603) (148)

Note: TT =1 (¢ um rotor). A translacdo ¢ uma "rotacio com eixo no infinito".

3.4 Motor (Transformacao Rigida Geral)

Uma transformacao rigida geral (rotagdo + transla¢ao) é um motor:

(M = TR = L4/2. 1072 (149)

Para uma reta L no espago, o motor que roto-translada ao longo de L:

M = e~ (@/2H0/2L (150)

Acdo sobre qualquer elemento: X' = M X M.

4 Meétrica e Distancia na PGA

A distancia entre dois pontos normalizados P e Q):

d(P,Q) =[PV Q] (151)

onde V é o produto regressivo. O angulo entre dois planos:

(152)

5 PGA 2D — C/((2,0,1)

Para geometria euclidiana plana, usamos {ey, €s, ¢} com e2 = 0:

e Pontos: Bivetores P = e15 + x egs + y o1 (representacao homogénea).
e Retas: Vetores £ = ae; + bes + ceq (reta ax + by + ¢ = 0).
e Motor 2D: M = cosg + sin g(aelg + beg + ceps).
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Parte VII

Aplicacoes na Mecanica Classica

1 Mecanica de Corpo Rigido

1.1 Velocidade Angular como Bivetor

Na GA, a velocidade angular é naturalmente um bivetor 2 (plano de rota¢ao), ndo um

pseudovetor:

. 1 -
R=-ZQR, Q=2RR (153)

A velocidade de um ponto no corpo rigido:

1
V:Q-rzé(ﬂr—rﬁ) (154)

1.2 Equagoes de Euler

O momento angular L = I(£2) onde [ é o tensor de inércia (mapa linear bivetor —

bivetor). As equagoes de Euler na GA:

L+QxL=r (155)

onde x denota o comutador de bivetores e 7 é o torque externo (bivetor).

1.3 Giroscépio e Precessao

Para um giroscopio com eixo de spin § sob torque gravitacional:
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Mgt
D — L—thorizontal (156)

VA
I
e
2

A precessao é uma rotacao no bivetor horizontal, sem recorrer a "produtos vetoriais

de pseudovetores".

2 Mecanica Orbital

O vetor de Laplace-Runge-Lenz na GA é mais naturalmente um bivetor:

A=pAL—mki (157)

As simetrias do problema de Kepler sao geradas pelos bivetores de C¢(4,0) (iso-

morfismo com SO(4)).

3 Mecanica Lagrangiana Geométrica

As equagoes de Euler-Lagrange para rotores:

d oL 0L

Para um rotor R(t) descrevendo a orientagao, com lagrangiana:

L— %1(9) Q- V(R) (159)
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Parte VIII

Aplicacoes na Mecanica Quantica

1 Equacao de Schrodinger em GA

1.1 Eliminacao da Unidade Imaginaria

Na mecéanica quantica convencional, ih aparece ubiquamente. Na GA, o papel de i é

desempenhado por um bivetor unitario que representa o plano de spin:

i<> los=eea (em CL(3,0)) (160)

A equagao de Schrodinger para spin-1/2:

o -
5 1oah = Hi (161)

onde 1 é um elemento par de C/(3,0) (equivalente a um spinor de Pauli de 2
componentes complexas = 4 reais).
1.2 Interpretacao Geométrica do Spin
O spinor ¢ = /p R descreve:

e p = |[¢|*: Densidade de probabilidade.
e R: Rotor que orienta um frame de referéncia local.

e O vetor de spin: s = %RO’gR — uma dire¢ao no espago real.

A precessao de Larmor: R = —5—=BR onde B ¢ o bivetor do campo magnético.
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2 Equacao de Dirac (Revisitada)

2.1 Forma Hestenes

Na STA, a equacao de Dirac livre:

\Viplos = mipy| (162)

Interpretacao: Vi é a "derivada geométrica'"do spinor, o3 seleciona o plano de

spin, 7o define o frame do observador, e m é a massa.

2.2 Corrente de Probabilidade
J =1y, V-J=0 (163)

J & automaticamente um vetor tipo-tempo futuro (densidade de probabilidade

positiva-definida).

2.3 Zitterbewegung

Na interpretacao de GA, o Zitterbewegung ¢ uma rotagao literal do spinor no plano I3

com frequéncia w = 2mc?/h:

1/)(25) _ 77boe—]crg,mcgt/h (164)

O elétron "gira"internamente no plano de spin — a fase quantica é rotacao geo-

métrica.

3 Teoria de Dirac-Hestenes e o Elétron

3.1 Frame Mo6vel do Elétron

O spinor define um frame movel (tetrad) ao longo da linha de mundo:

¢, = Ry, R = ¢y, /p (165)

e ¢, = v (4-velocidade, dire¢ao temporal do elétron).
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e ¢ = s (diregao de spin).

e ¢}, ¢, giram no plano perpendicular ao spin com frequéncia 2m.

3.2 Equacao de Bargmann-Michel-Telegdi

A precessao relativistica do spin em campo externo:

S:%[gF-S+<g—1>(v/\(F-v))-S (166)

onde S é o bivetor de spin e g é o fator giromagnético.

4 Oscilador Harmoénico e Estados Coerentes
O oscilador harmonico quantico em GA usa o plano complexo como bivetor real:

~

a= %((H Bp), a'= %(q — Bp) (167)

onde B é o bivetor representando i. Estados coerentes sao autoestados do operador
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de aniquilagao na algebra real.

Parte IX

Calculo Geométrico e Formas

Diferenciais

1 Derivada Vetorial

1.1 Operador Nabla como Vetor

Na GA, o operador diferencial ¢ um vetor:

.0
V = e, = Z ¢ (168)

i . i i = :
onde {e'} ¢ a base reciproca (€' - e; = 0%). Sua agdo sobre um campo F' produz:

IVF=V - F+VAF| (169)

e V- F: Divergéncia generalizada (reduz o grau em 1).

e V A F: Rotacional generalizado (aumenta o grau em 1).

1.2 Exemplos Fundamentais

Para um campo escalar ¢:

Vo=V A¢=grad(¢p) (vetor) (170)
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Para um campo vetorial v em R3:

Vv= V.v + VAv (171)
—— ——
div (escalar)  rot (bivetor)

O dual do rotacional: V x v=—I(V AvV).

Para um campo bivetor B em R3:

VB=V-B+ VAB (172)
t trivet: d 1
vetor rivetor=pseudoescalar

2 Teorema Fundamental do Calculo Geométrico

A generalizacao do teorema de Stokes/Gauss/Green:

/Vydv VF() — /(év S| 7 F(z) (173)

onde n é a normal exterior, |[dV] e |dS| sao os elementos de volume/superficie

escalares, e o ponto indica que V age apenas sobre F' através de x.

Casos especiais:

e F escalar = Teorema do gradiente.
e F' vetor, parte escalar = Teorema de Gauss (divergéncia).

e F vetor, parte bivetor = Teorema de Stokes (rotacional).

3 Formas Diferenciais na GA

3.1 Correspondéncia
Formas diferenciais correspondem a multivetores na algebra reciproca:
dr' < ', da' Adx! < e Neé (174)

A derivada exterior d corresponde a VA:

dw < VAF (175)
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A co-derivada 0 = *dx* corresponde a V-:

ow <+ V.- F

3.2 Laplaciano Geométrico

VZ2=V-V=(V-+VA)V-+VA) =V (V) + VA (VA) + termos cruzados

(176)

(177)

Em espaco plano: V2F = (V-V)F. O operador de Dirac-Kéhler ¢ V agindo sobre

o multivetor total.

4 Calculo em Variedades Curvas

Em variedades com curvatura, o frame {e,(x)} depende da posigao. A derivada covariante:

D,F=a-VF+w(a) x F

onde w(a) é a conexao de spin (bivetor) e x é o produto comutador:

AxB_%MB—Bm

O tensor de curvatura de Riemann como bivetor:

R(a Nb) = DoDy — DyDy — Digyy
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Parte X

Aplicacoes no Eletromagnetismo

1 Formulacao Completa de Maxwell na STA

1.1 Equacao de Maxwell Unificada

151

Esta tinica equacao contém as 4 equagoes de Maxwell. Expandindo VF =V - F +
VAF:

o V. F = uyJ (equagdes com fontes).

e VA F =0 (equagoes homogéneas — Bianchi).

1.2 Potencial Eletromagnético

Como V A F' =0, existe A (vetor) tal que:

F=VANA=VA-V-A (182)

No gauge de Lorenz (V- A =0):

F=VA, V?A=py] (183)

1.3 Energia e Momento

O tensor energia-momento eletromagnético:
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1 .

Para a = 7 (observador):

1 1
T(v) = Q_,MO(EQ + By + %(E x B) (185)

(densidade de energia + vetor de Poynting).

2  Optica Geométrica e Polarizacao

2.1 Elipse de Polarizacao

O campo elétrico de uma onda ¢ E = Re(fe') onde f = f, + I f, é um bivetor complexo.

A polarizacao é naturalmente descrita pelo bivetor f:

e f A f =0 (polarizagao linear).
e f-f =0 (polarizagao circular).

e (Caso geral: polarizacao eliptica.

2.2 Parametros de Stokes via GA

Os parametros de Stokes sao componentes do bivetor de coeréncia:

S:ffT:SO+Slo'1+SQUQ+S30'3 (186)

A esfera de Poincaré é naturalmente o espaco dos bivetores unitarios.

3 Teoria de Antenas e Radiacao

O campo de radiacao de uma distribuicao de corrente:

Fra(x) = =7, et (187)

4rr
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onde [-],e¢ indica avaliagdo no tempo retardado e o comutador geométrico garante

a transversalidade.

Parte XI

Aplicacoes na Relatividade e

Gravitacao

1 Relatividade Especial na STA

1.1 Cinemaéatica Relativistica

A 4-velocidade ¢ um vetor unitario tipo-tempo: v? = 1. A decomposicao relativa a um

observador vo:

v="91+B), 7=(1-p)""? (188)

onde B = B*a}, & a velocidade relativa (bivetor na STA, vetor no espago do obser-

vador).

1.2 Adicao Relativistica de Velocidades

Para dois boosts consecutivos:

Ly = LyLy = e722/2o101/2 (189)

Se os boosts néo sdo colineares, o resultado contém uma rotagdo (precessao de

Thomas-Wigner):
L3 _ e—]o’gGw/Qeﬁoc:;/Q (190)
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O angulo de Wigner emerge naturalmente da nao-comutatividade dos rotores de

boost.

1.3 Precessao de Thomas

2

2
Qp = — 191
T v—i—laAV (191)

Na GA, é simplesmente o bivetor resultante da composicao de boosts infinitesimais

nao-colineares.

2 Gravitagao Gauge (GTG) — Detalhes

2.1 Campos Gauge

e Campo de posigao h(a) = h(a,r): Mapa linear de vetores, generaliza a tetrad e

e Campo de rotagao Q(a) = Q%'7,7: Conexao de spin (bivetor-valorada).

2.2 Tensores de Curvatura e Torgao

Torcao:

T (a Ab) = Dyh(b) — Dyh(a) (192)

Curvatura:
R(CL VAN b) = 8aQb — 8an + Qa X Qb (193)

2.3 Solucao de Schwarzschild na STA

O campo gravitacional de Schwarzschild pode ser descrito por:

h(e)) = e, + \/ger, h(e,) = e., hleg) =eq, hleg) =ey (194)

onde ry = 2GM/c*. Esta forma (gauge de Gullstrand-Painlevé) é regular no hori-

zonte!
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2.4 Equacao de Dirac em Espaco-Tempo Curvo
WV )plos — mipyo + Qup = 0 (195)

A conexao de spin 2, acopla diretamente ao spinor — gravidade como gauge de

rotacoes locais.

3 Ondas Gravitacionais na STA

Uma onda gravitacional linearizada na STA:

h@ﬁ-—a—%%eh@ﬁébx (196)

As duas polarizacoes 4+ e x correspondem a dois bivetores independentes no plano

transverso.

Parte XII

Aplicacoes em Teoria de Campos e

Particulas

1 Teoria de Gauge na GA

1.1 Campos de Gauge como Bivetores

O potencial de gauge de Yang-Mills ¢ um campo bivetor-valorado na algebra do grupo:

A= AT, A" (197)

onde T, sdo geradores da algebra de Lie (bivetores numa algebra de Clifford maior).
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O campo de forca:

F=VANA+AANA (198)
1.2 QED na STA
O lagrangiano de QED:
~ ~ ~ 1
£ = (Vlosh - eAvroh — myd) + 5 (F?) (199)

onde (-) denota a parte escalar e todas as quantidades sdo multivetores reais.

2 Spinors e Grupos de Lie

2.1 Algebras de Lie como Bivetores

Os geradores de grupos de Lie sao naturalmente bivetores na GA:
e SO(3): 3 bivetores de C/(3,0): €32, €23, €31.
e SO(1,3): 6 bivetores de C4(1,3): v,7, (1 < v).

e SU(2): Isomorfo a Spin(3), gerado por lo em C4(3,0).

e SU(3): Pode ser representado em C{(6,0).

2.2 Classificacao de Spinors

Spinor Algebra Componentes reais Descrigao

Pauli Cl*(3,0) 4 Spin nao-relativistico

Dirac Clt(1,3) 8 Elétron relativistico

Majorana C¢*(3,1) 4 Férmion = antifermion

Weyl Clt(1,3)|p=0 4 Férmion sem massa (quiralidade definida)
Twistor  Cl*(2,4) 8 Geometria twistorial

Tabela 4: Tipos de spinors e suas algebras.
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3 Supersimetria na GA
A superalgebra pode ser formulada usando a GA estendida. O superespaco é descrito por

coordenadas bosonicas (vetores) e fermionicas (spinors = elementos pares da algebra). A

derivada supercovariente:

Do, = 0o + 0°5,0, (200)

tem interpretacao geométrica direta na algebra.

4 Twistors e GA

A teoria de twistors de Penrose ¢ naturalmente formulada em C¢(2,4) (algebra conforme

do espago-tempo). Um twistor ¢ um spinor desta algebra:

Z=w'®ry & ZeClt(2,4) (201)

A correspondéncia twistor associa pontos do espaco-tempo de Minkowski a retas

no espaco de twistors — uma dualidade elegantemente descrita pela geometria projetiva
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da CGA do espago-tempo.

Parte XIII

Implementacao Computacional

1 Representacao e Armazenamento

1.1 Tabela de Multiplicacao

Para Cl(p,q) com n = p + ¢, um multivetor geral tem 2" componentes. A multiplicagao

é definida pela tabela de produtos de base:

(er)(es) = sign(l, J) eray (202)

onde IAJ é a diferenga simétrica dos conjuntos de indices e sign(7, J) depende das

permutacoes necessarias e da métrica.

1.2 Complexidade Computacional

Algebra Componentes Multiplicagoes por produto
Cl(2,0) 4 16

Cl(3,0) 8 64

C¢(3,0,1) (PGA) 16 256

Ce(1,3) (STA) 16 256

Cl(4,1) (CGA) 32 1024

Tabela 5: Custo computacional das algebras geométricas.
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2 Bibliotecas e Ferramentas

e GAALOP (Geometric Algebra Algorithms Optimizer): Otimiza codigo GA para

execucao eficiente.
e GAViewer: Visualizagao interativa de objetos em C/(3,0) e CGA.
e Clifford (Python): Algebra de Clifford numérica de propésito geral.
e ganja.js: Visualizagao e computacao GA no navegador.
e Klein (C++): PGA otimizada para aplicagoes de tempo real.
e Versor (C++): GA de alta performance para computagao grafica.

e GAlgebra (Python/SymPy): Computagao simbdlica em GA.

3 Otimizacoes

3.1 Exploragao de Esparsidade

Em muitas aplicagoes, apenas subconjuntos dos 2" componentes sao necessarios:

e Rotores: Apenas elementos pares (2"~! componentes).
e Vetores/bivetores: n ou (g) componentes.

e PGA com planos/pontos: 4 componentes cada.

3.2 Representacao Matricial

Para aplicagoes numéricas, pode-se usar a representacao matricial fiel:

e C((3,0) — matrizes de Pauli 2 x 2 complexas.

e C/(1,3) — matrizes de Dirac 4 X 4 reais.
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Isto é computacionalmente eficiente mas perde a interpretacao geométrica.

Parte XIV

Topicos Avancados e Conexoes

1 Calculo de Clifford e Analise Hipercomplexa

1.1 Funcoes Monogénicas

Uma funcéo f : R" — C¢(n,0) ¢ monogénica se:

Vf=0 (203)

Isto generaliza funcoes holomorfas (0f = 0 em C) para dimensdes superiores.

Fungoes monogénicas satisfazem:

e Formula integral de Cauchy generalizada.
e Expansao em série de Taylor-Clifford.

e Principio do méximo.

1.2 Transformada de Fourier de Clifford

flo = | s (204)

onde [ é o pseudoescalar. Generaliza a transformada de Fourier com propriedades

direcionais adicionais.
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2 GA e Informacao Quantica

2.1 Qubits como Rotores

Um qubit puro é um rotor em C/(3,0):

vy =al0) +B]1) <+ Yv=a+bloy+cloy+dlos (205)

A esfera de Bloch é o espaco de rotores unitarios agindo sobre o3:
h=Yos) = ngoq + nyos +n.03 (206)

2.2 Portas Quanticas como Rotores

e Hadamard: H = \/Li(a'l + 03) = reflexiio no plano n = (o, + 3)/v/2.

e Pauli-X: X = o = reflexao em e;.
e Fase-S: S = e 193™/4 — rotor de 7/2 no plano zy.

e T-gate: T = e~ 173™/8 — rotor de 7 /4.

2.3 Emaranhamento

Para dois qubits, usamos C/(3,0) ® C¢(3,0) ou C¢(6,0). O estado de Bell:

1
|OF) < 12 = —=(1+ [11,031035) (207)

V2

A concorréncia e medidas de emaranhamento tém expressoes geométricas naturais.

3 GA em Cristalografia e Simetrias Discretas

3.1 Grupos Pontuais via Rotores

Todos os 32 grupos pontuais cristalograficos sdo subgrupos de Pin(3), gerados por refle-

X0es:

Pin(3) = {R=mning---ny : |n;| = 1} (208)
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Os grupos de simetria sao:
e Rotagoes puras (k par): subgrupos de Spin(3).

e Com reflexdes (k impar): grupos completos de Pin(3).

3.2 Quasicristais

A simetria icosaédrica dos quasicristais é descrita por rotores em C/(3,0) que nao formam

grupo cristalografico em 3D, mas podem ser projetados de redes regulares em 6D via

CL(6,0).

4 Relacao com Formas de Cartan

4.1 Algebra Exterior <+ GA

Formas Diferenciais Algebra Geomeétrica
p-forma w p-vetor F'

dw (derivada exterior) VAF

dw (co-derivada) V- F

*w (Hodge dual) FI!

(d+0)w VF

Aw (Laplaciano de Hodge) V2F

Tabela 6: Correspondéncia entre formas diferenciais e algebra geométrica.

A vantagem da GA ¢ que V ¢é inversivel (quando V? # 0), permitindo "dividir"pela

derivada — func¢oes de Green como inversas do operador de Dirac.

5 GA e Machine Learning Geométrico

5.1 Redes Neurais Equivariantes

Redes neurais que operam sobre dados geométricos (nuvens de pontos, malhas, campos

vetoriais) beneficiam-se de camadas equivariantes sob o grupo euclidiano. A GA fornece:

e Representagoes naturais de dados geométricos (pontos, diregoes, planos via PGA /CGA).
e Camadas lineares equivariantes via produto geométrico.

e Normalizagao invariante usando a norma de Clifford.
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5.2 Clifford Group Equivariant Neural Networks

Arquiteturas recentes usam camadas da forma:

flo) =) WV +b (209)

onde Wy, Vi sdo multivetores aprendiveis e z é o input multivetor. A equivariancia

¢é garantida pela estrutura algébrica.
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